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Chapitre 1

Fonctions de plusieurs variables

1.1 Quelques notations

Dans tout ce cours, E et F sont deux R-espaces vectoriels. Sauf mention contraire, on
supposera que F et F sont de dimension finie, et 'on notera n la dimension de F et p la
dimension de F. En pratique, on prendra tres souvent £ = R" et F = RP.

Nous supposerons de plus que E (resp. F') est muni d’une norme notée || - ||z (resp. ||-||F)-
Le lecteur n’est pas sans ignorer qu’en dimension finie toutes les normes sont équivalentes (cf
le cours sur les fonctions de plusieurs variables en deuxieéme année de licence), et le choix de la
norme n’influe donc pas sur les propriétés topologiques (continuité, limite, etc.) de E. Lorsque
E=R" et x = (x1, -+ ,2p), les choix les plus courants sont

|lz||g = sup |z, |zl =
ie{l, m}

n n
d a2 ou |zllp = |wil-
=1 =1

Pour tout a € E et 7 > 0, on note Bg(a,r) (resp. Bg(a,r)) la boule ouverte (resp. la boule
fermée) de E, c’est-a-dire I'ensemble des x € F tels que ||z —a||g <7 (resp. ||z —allp < r.)

Le but premier de ce cours est d’étudier la généralisation de la notion de dérivabilité aux
fonctions de plusieurs variables. Notre objet d’étude sera typiquement une fonction f définie
sur une partie U de F (généralement supposée ouverte) et a valeurs dans F'.

Si 'ensemble d’arrivée I est RP, on peut associer a f ses p fonctions composantes
fi,-+-, fp définies par

f(@) = (fr(@), - fpl2)) -

Dans le cas particulier on F' = F =RP et f(z) = x, la i-éme fonction composante est

r o x

{Rp—>R
T .

et est appelée i-eme projection canonique (ou i-éme application coordonnée). Si f €
F(R™;RP), on a donc f;=m;o f.

1.2 Continuité

1.2.1 Généralités

Rappelons d’abord la définition de la continuité.

] page facebook


http://www.exosup.com
http://www.facebook.com/allcourstdtp

6 CHAPITRE 1. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

Définition 1.2.1 Soit A une partie de E et f une application de A dans F. Soit de plus
a € A. On dit que f est continue en a si

We>0, I >0Vz €A llz—alp<n=|f(2) - fa)|r<e

On dit que f est continue sur A si f est continue en tout point de A.

Exemple : On rappelle que pour M € R™, une fonction f: A — F est dite M-lipschitzienne
si elle vérifie

V(z,y) € A2, ||[f(y) — f@)|r < M|y — z| .

De la définition de la continuité, on déduit aisément que toute fonction lipschitzienne est continue
sur son domaine de définition.

Pour montrer qu’une fonction est continue (ou qu'un ensemble est ouvert), on fait souvent
appel au résultat suivant :

Proposition 1.2.2 Soit A C E et f € F(A;F). L'application f est continue sur A si et
seulement si pour tout ouvert V. de F, il existe un ouwvert U de E tel que f~1(V)=UnNA.

Remarque : De méme, I'application f est continue sur A si et seulement si pour tout fermé
V de F, il existe un fermé U de E tel que f~1(V)=UnNA.

Retenons aussi le résultat suivant :
Proposition 1.2.3 L’image d’un compact par une application continue est compacte.

Remarque : En dimension finie, retenons que 'image d’un fermé borné par une application
continue est un fermé borné.

La notion de continuité est stable par combinaison linéaire. Plus précisément, on a le résultat
suivant :

Proposition 1.2.4 Soit f et g deux fonctions de A C E a valeurs dans F, et a € A. Suppo-
sons que f et g soient continues en a. Alors pour tout couple (\, 1) de R?, la fonction \f + pg
est continue en a.

Si les fonctions f et g sont continues sur A alors Af + ug aussi.

La propriété de continuité est également stable par composition :

Proposition 1.2.5 Soit E, F', G trois espaces vectoriels de dimension finie, U une partie de
E et V une partie de F. Soit f € F(U;F) et g€ F(V;QG). Soit a € U. Supposons que f soit
a valeurs dans V', continue en a et que g soit continue en f(a). Alors go f est continue en a.

Si f est a valeurs dans V et continue sur U, et si g est continue sur V alors go f est
continue sur U.

Les quatre propositions énoncées ci-dessus sont vraies dans un cadre beaucoup plus général. Pour

leur démonstration, nous renvoyons le lecteur au cours sur les fonctions de plusieurs variables,

ou a [3] ou [7].

Exemples :

GL,(R) — GL,(R)

A — A7l

2. L’ensemble des applications continues de E dans R est une algébre. De plus, si f et g
sont continues en zg et g(zg) # 0 alors f/g est continue en .

1. L’application { est continue.

3. Des points précédents, on déduit que toute fonction construite a partir de fonctions conti-
nues par addition, multiplication, quotient, composition, sont continues.
R*\{(0,0)} — R :
esiny  €st continue.
(7,y) / O e

Par exemple {
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1.2.2 Applications linéaires continues

Dans toute cette partie, E et F' désignent deux R-espaces vectoriels normés (i.e. munis
d’une norme) de dimension quelconque. On note L(E; F') I’ensemble des applications linéaires
de FE vers F.

L’équivalence entre les deux premieres assertions de la proposition suivante sera fondamentale
pour la suite du cours.

Proposition 1.2.6 Soit u € L(E; F). Les cing propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) M >0, ¥z € B, [u(@)lr < Mlzls,
(i) u est continue sur F,

(ii) u
(iv) u est bornée sur la boule unité,
(v) u

Preuve : 1l suffit de prouver (i) = (ii) = (iii) = (iv) = (v) = (7).

—ulz) =

(1) = (i1) Par linéarité de u, on a u(y) () = u(y — x). Donc,

V(w,y) € B, Ju(y) —u(@)|r < My — 5.

est continue en 0,

est bornée sur la sphére unité.

Donc u est lipschitzienne donc continue.

(13) = (419) Trivial.

(131) = (1v) De la continuité en 0 de u, on déduit l'existence d’un n > 0 tel que |Ju(x)|F <
1 dés que * € Bg(0,n). Or x € Bg(0,n) si et seulement si n~'zx € Bg(0,1). Par
linéarité de wu, on conclut que |u(z)||r < n~! pour tout = € Bg(0,1). Donc u est
bornée sur la boule unité.

(iv) = (v) Trivial.

(v) = (i) Notons M une borne de u restreinte & la sphere unité. Si = # 0, le point
x/||x||p appartient a la spheére unité. En utilisant la linéarité de u et le fait que u est
bornée par M sur la sphére unité, on obtient donc

ol = el o ) | < Miele

Définition 1.2.7 Soit L(E, F) l’ensemble des applications linéaires continues de E dans
F. Pour f € L(E,F), on note |||f|]| la plus petite constante M telle que

vz € B, ||f(@)|r < M|z] e

Proposition 1.2.8 L’espace (L(E,F);||||||) est un espace vectoriel normé.

Preuve : Vérifions rapidement que |||-||| est une norme. La proposition 1.2.6 assure que pour
tout f € L(E,F), la quantité |||f]|| est finie (et positive). Il est de plus immédiat que
AL = [AIIflll pour tout A € K et que ||| f||| =0 si et seulement si f =0.

Si f et g sont deux éléments de L(E, F'), on a pour tout = € E,

I +9) @) = 1f(z) + g(@)|r <[ f(@)F +lg@@)le < AL+ lglDl2] 2

Donc f + g est linéaire continue et vérifie [||f + g||| < || f]ll + [llg]ll. Donc [||-]|| est bien
une norme. n
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Nous laissons au lecteur le soin d’établir le résultat fort utile suivant :

Proposition 1.2.9 Pour tout f € L(E,F), on a

I/ (@)l
(1.1) 1A/l = sup = sup [|f(@)]F
zeeNfoy  |1TlE reE
llzll z=1
Proposition 1.2.10 Sur L(E) d:éfE(E, E) la norme |||]|| vérifie l'inégalité suivante :

Vu € L(E), Vv € L(E), [[luooll| < [[[ulll{[lv]]-
On dit que (L(E);|||-]||) est une algébre normée et que |||-||| est une norme d’algébre.
Preuve : Pour tout couple (u,v) d’éléments de L(E), on a

lluovl[ = sup |lu(v(z)|le < sup |ull[[v()]e < [[lull o],
zelR zeFE
lzllz=1 llzllz=1

d’ou le résultat. [ ]

Théoreme 1.2.11 Si l’espace vectoriel E est de dimension finie alors toute application
linéaire de EE dans F' est continue.

Preuve : Fixons (ej,--- ,e,) une base de E. Soit f € L(E, F'). Comme toutes les normes sont

L . déf

équivalentes sur E, on peut supposer que E est muni de la norme ||z||g = sup;<;<, |z
ou (z1,--- ,x,) désigne les coordonnées de = par rapport a la base (e1, - ,ep).

On a alors grace a la linéarité de f et a 'inégalité triangulaire,

f@)r = (2= zaf(e)llp
n
< i il f (ea)ll e
< (maxici<n [ ()] F) [[z]e-
Donc, d’apres la proposition 1.2.6, 'application f est continue. ]

Exemple : Toutes les applications coordonnées m; sont continues de RP dans R. D’apres le
théoreéme de composition, on en déduit donc que si une application f: A C E — RP est continue
en a, il en est de méme de toutes ses applications composantes.

1.2.3 Applications multilinéaires continues

Nous laissons au lecteur le soin d’établir le résultat suivant :

Proposition 1.2.12 Soit Ey, ---, E, et F des espaces vectoriels sur R, munis de normes
|-z -5 |- llg, et |- |lr. Soit u une application p-linéaire de Ey x --- X E, dans F.
Les quatre propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) u est continue,

(i) u est continue en (0,---,0),

(iii) u est bornée sur Bg,(0,1) x --- x Bg,(0,1),

(iv) Il existe M € RT tel que

V(- ap) € By X - X By, lu(zy, - ap)lp < Ml|zalp, - [[2p]l6, -
On note L(E x --- x Ey; F) I'ensemble des applications p-linéaires continues de Ey x --- X E),
vers F.
Le résultat suivant est une généralisation du théoreme 1.2.11 au cas des applications multi-

linéaires.

Théoréme 1.2.13 Supposons que Eq,--- ,E, soient de dimension finie. Alors toute applica-
tion multilinéaire de Ey X --- x E, dans F' est continue.
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1.3 Dérivées directionnelles et dérivées partielles

Définition 1.3.1 Soit f une application d’un ouvert U de R™ a wvaleurs dans F. Soit i €
{1,'” ,n} et a € U. Soit Uia = {t eR | (a1,~~ s Qi—1, Ty Qg1 ,an) S U}
Définissons 'extension 7% suivante :

« . J U — R
Lt — (a1, aim1,t aigr, 0 ap).

L’application f ot est appelée i-éme application partielle de f en a.

Remarque : La i-éme application partielle de f en a n’est autre que

{ vy — F
t — f(ala"' 7ai—17t7a‘i+17"' 7an)'

L’ensemble U;' est une partie de R qui coincide avec la projection sur le ¢-eme axe de I'inter-
section de l'ouvert U avec les n — 1 hyperplans z; = a; (j # i). On montre facilement que
U est un ouvert. De plus, les applications 7 peuvent s’écrire comme somme d’une application
constante et d’'une application linéaire continue, et sont donc continues de U;* dans R".

Si f est a valeurs réelles, le graphe de la i-éme application partielle de f en a s’obtient en

faisant l'intersection du graphe de f avec tous les hyperplans z; = a; (j #1).

Proposition 1.3.2 Si f est continue, toutes les applications partielles qui lui sont associées le
sont également.

Exercice : Prouver la proposition ci-dessus.
Attention : La réciproque est fausse en général. On pourra étudier la continuité en 0 de
I’application
0 si (x,y)=(0,0),
(@9) = { s (o) # (0,0)

pour s’en convaincre.

Définition 1.3.3 Soit f une application d’un ouvert U de E a valeurs dans F', v un
élément de E et a € U. On dit que f admet une dérivée en a suivant le vecteur v
st la limite suivante existe :

of | | a« f(aﬂv)—f(a)_

v (a) = limt_>0 ;

On dit que f est Gateaux-différentiable en a si les dérivées directionnelles %(a) sont

définies pour tout v € E et si de plus Uapplication v — %(a) est linéaire.

Définition 1.3.4 Soit f une fonction définie sur un ouvert U de R™ et a valeurs dans
RP. 57 f admet en a une dérivée suivant le i-éme vecteur €; de la base canonique de R™,
on dit que f admet une dérivée partielle dans la direction z; et l’on note %(a)

la dérivée de f en a suivant le vecteur €;.

Remarques :
(1) Lorsque f ne dépend que de 2 ou 3 variables, on utilise souvent la notation (x,y) (resp.
(z,y,2)) aulieu de (x1,x2) (resp. (z1,z2,23)) et les dérivées partielles sont notées %(a),
g—g(a), ete.
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(2) Le vecteur g—i(a) n’est autre que la dérivée en a; de la i-¢me application partielle de f

en a.

(3) Lorsque f est a valeurs réelles, on peut facilement donner une interprétation géométrique
de g—i(a) : c’est la pente de la tangente en (a, f(a)) a la courbe obtenue en faisant
I'intersection des hyperplans z; = a; (j # ¢) avec le graphe de f.

Si f admet une dérivée partielle selon la variable x;, il est clair qu’il en est de méme de toutes
ses fonctions composantes, ce qui justifie la définition suivante.

Définition 1.3.5 Soit U un ouvert de R"™, a € U et f une application de U dans RP. Suppo-
sons que toutes les dérivées partielles de f en a soient définies et notons f; “ mjo f la j-eme
application composante de f. Alors tous les f; admettent des dérivées partielles en a suivant
toutes les directions données par la base canonique, et la matrice suivante de My ,(R) :

0, 0 0,

R P
eyt | O - S

fe(a) G o G

est appelée matrice jacobienne de f en a.
Si p=mn, le déterminant de la matrice jacobienne est appelé jacobien. On le note Jacy(a)

ou %(a). On a donc

D(fh'" 7fn)

Jacy(a) = Doy m)

(a) = det Df(a).

Exemples :
(1) Pour une fonction f de R dans R, la matrice jacobienne se réduit & une matrice carrée
de taille 1 que I'on peut identifier & la dérivée f'(a).
(2) Pour une fonction f de R™ dans R, la matrice jacobienne est un vecteur ligne. La trans-
posée de ce vecteur ligne est un vecteur colonne appelé gradient de f. On le note Vf.
(3) Donnons un exemple concret de calcul de matrice jacobienne.
Soit f : (z,y) — (sin(z? + y?),xy). La fonction f admet des dérivées partielles suivant
x et y pour tout (z,y) € R% et 'on a :
2x cos(z?+y?) 2y cos(x2+y2)) ot D(f1, f2)

Y i 20— 9(x? —y?) cos (22 +12).

Dite.y) = ( D(z,y)
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Chapitre 2
Différentiabilité

Ici encore, E désigne un R-espace vectoriel de dimension n et F', un R-espace vectoriel de
dimension p.

2.1 Définition de la différentiabilité

Rappel : Soit f une fonction d’un intervalle ouvert I de R a valeurs dans R, et @ un point
de I. On dit que f est dérivable en a s’il existe un nombre f'(a) tel que

o) i H 1) = 1(0)

= f'(a).

Sauf si n = 1, donner un sens a la limite ci-dessus pour une fonction allant d’un ouvert U de
R"™ & valeurs dans RP parailt délicat.

L’idée intuitive & conserver de la notion de dérivée est celle de meilleure approximation.

La relation (2.1) stipule que pour une fonction f de R dans R dérivable en a, la fonction
x+— f(a)+ (x —a)f'(a) est la meilleure approximation affine de f :

i 1@~ (f(@) + (=~ a)f'(a)

T—a r—a

=0.

C’est le bon point de vue a considérer pour pouvoir généraliser la notion de dérivabilité (que
I'on appellera plutot différentiabilité) au cas d’une fonction de n variables ou plus généralement
au cas d’une fonction d'un ouvert U de E et & valeurs dans F'!.

Proposition 2.1.1 Soit f € F(U,F) avec U ouvert de E, et a un point de U. On dit que f
est différentiable en a s’il existe une application linéaire L € L(E; F) telle que

_ + L(zx —
0 @ - (@ + e - )l

s = alle

L’application L est alors unique et est appelée différentielle de f en a. On la note df (a).

Preuve : Supposons que f admette deux différentielles L et L’ en a. Alors pour tout € > 0,
il existe n > 0 tel que pour h € B(0,7), on ait

If(a+h) = f(a) = LWl < ellblle et |f(a+h) = fla) = L'(R)|r < €| e

!Dans tout ce cours de licence, on se limitera & des e.v. de dimension finie. De ce fait, il suffit de demander & la
différentielle définie ci-dessous d’étre linéaire, le caractére continu étant automatiquement assuré pas la définition
finie. Mais la plupart des notions introduites ici peuvent se généraliser & des espaces vectoriels normés généraux.
Le lecteur intéressé pourra consulter les ouvrages cités dans la bibliographie.
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On en déduit que
Vh € B(0,n), (L — L) (h)|lr < 2¢|[h|p.

Comme L — L’ est lindaire, la relation ci-dessus est en fait vraie pour tout h € E.
Il ne reste plus qu’a faire tendre € vers 0 pour conclure que L = L. [ |
Remarques :

(1) La relation (2.2) se récrit souvent
fla+h) = f(a) + df(a)(h) + or(h)
ol or désigne une fonction définie sur un voisinage de 0, a valeurs dans F' et telle que

tim 22 _ g
h—0 ||h|| g
(2) L’image du vecteur h € E par df(a) est notée df(a)(h) ou parfois df (a) - h.
(3) Si f est différentiable en tout point de U, on peut considérer 1'application
df - U — L(E;F)
Tz — df(x).

C’est donc une fonction de F (U; L(E; F')) dont on peut étudier les propriétés de continuité.
Si df est continue sur U, on dit que f est continiment différentiable sur U ou encore
que f est de classe C' sur U.

Exemples :

(1) Différentielle d’une application linéaire. Soit f € L(E; F'). Alors pour tout a € E, pour
tout h € E, on a

fla+h)—f(a) = f(h).

Donc |df (a)(h) = f(h). |
En particulier, comme chaque application 7; est une forme linéaire sur R?, on a dm; = ;.

(2) Différentielle d’'une application affine. Si f € F(E; F) est de la forme f(z) = yo + L(x)
avec yo € F' et L € L(E;F), alors on a df(a) = L pour tout a € E.

En appliquant ce résultat a

R — R»

on obtient donc dTJ@ = 7'](-) .

(3) Différentielle d’une application bilinéaire. Soit Ey, F, et F trois espaces vectoriels de
dimension finie et B une application bilinéaire de F; x E9 dans F'. Alors on a

V(l',y) € EIXEQ-) V(h, k) € EIXE27 B(x—i—h,y—i—k)—B(a;,y)—B(h,y)—B(x,k) = B(h7 k)

Comme B est continue (nous sommes en dimension finie), il existe M > 0 tel que
IB(h 1)l < MI|A| g, [Ells, - Autrement dit, | B(h, k)lle = O(|(h, K13, ,)-

Enfin, application (h, k) — B(h,y) + B(z, k) est linéaire de E; x E3 dans F'. Donc B
est différentiable sur Fqy x Ey et

¥(h, k) € By x By, dB(,y)(h, k) = B(z,k) + B(h,y).]
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Exercice : Soit E1,- -, E, et I’ des espaces vectoriels de dimension finieet G : E1 X ---X B, —
F' une application k-linéaire. Montrer que G est différentiable en tout point et que

v(-Tla"' 733142) €E1X"'XE]€, v(hla 7hk) €E1X"'XE]€,
dG(ﬂ?l,"' ,.’L‘k)(hl,"' 7hk) :G(h17$27"' ,I‘k)"‘G(fEl,hQ,"' ,l‘k)++G(£1, )xk—luhk)‘

Proposition 2.1.2 Soit f € F(U,F) avec U ouvert de E, et a un point de U. On a
(i) [ différentiable en a = f continue en a.
(ii) f différentiable en a —> [ Gateaux-différentiable en a. De plus, on a

Yv e E, gi}c(a) = df (a)(v).

Preuve : Si f est différentiable en a alors il existe une fonction ¢ définie sur un voisinage V
de 0, a valeurs dans F' et tendant vers 0 en 0 telle que

Vh eV, fla+h)—f(a) —df(a)(h) = [|h]|Ee(h).

On en déduit que h +— f(a+h)— f(a)—df(a)(h) est continue en 0. Comme df (a) est elle-

méme une application continue et nulle en 0 (car linéaire), on conclut que f(a+h)— f(a)

tend vers 0 quand h tend vers 0, ce qui entraine la continuité de f en a.

Pour montrer le deuxieme point, il suffit de prendre h de la forme tv dans la définition

de la différentiabilité et I'on trouve %(a) = df(a)(v) ce qui assure bien la linéarité de

I’application v +— %(a). [
En appliquant le point (i) au cas ou f est une fonction de R™ dans RP, on obtient le résultat
suivant :

Proposition 2.1.3 Soit f : U C R"™ — RP une application différentiable en a. Alors

toutes les dérivées partielles gg:’ (a) de f sont définies et l'on a pour tout h € R™ (en
J

identifiant h avec la matrice colonne de mémes composantes) :
df(a)(h) = Df(a) - h.

Autrement dit, la matrice de df(a) par rapport aux bases canoniques de R™ et RP est la
matrice jacobienne D f(a).

Remarque : Pour une fonction de R dans RP, la proposition ci-dessus permet de faire le lien
entre les notions de dérivabilité et de différentiabilité. Plus précisément, une fonction f : R — RP
est dérivable en a si et seulement si elle est différentiable en a, et I'on a alors

Vh e R, df(a)(h) = hf'(a).

Attention : Les réciproques des deux implications de la proposition 2.1.2 sont fausses en général.
En particulier, ce n’est pas parce que toutes les dérivées partielles de f en a sont définies que
f est automatiquement différentiable en a. Pour s’en convaincre, le lecteur pourra étudier la
différentiabilité de la fonction

R2 — R
f = st (x,y) # (0,0),
(@.y) — {o+y si (z,y) % (0,0).

Au chapitre 3, nous donnerons des conditions suffisantes sur les dérivées partielles pour assurer
la différentiabilité.
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2.2 Propriétés classiques

Proposition 2.2.1 Soit U un ouvert de E et f, g deuz fonctions de F(U; F) différentiables
en un point a de U. Alors pour tout (A, ) € R?, la fonction \f+pug est différentiable en a et
l'on a

d(Mf + ng)(a) = Mdf (a) + pdg(a).
Preuve : En revenant a la définition de la différentiabilité de f et de g en a, on constate que

1o IO @) + g(@) = (M (@) + g(a)) = (M (@) = @) + pdg(a) (@ — ) 1

z—a l —alle

=0.

Comme lapplication h +— Adf(a)(h) + pdg(a)(h) est linéaire, on obtient bien le résultat
souhaité. [

Théoréme 2.2.2 (de composition) Soit E, F', G trois espaces vectoriels de dimension finie.
Soit U un ouwvert de E et V' un ouvert de F. Soit enfin a € U, f € F(U;V) et g€ F(V;G).
Supposons que f soit différentiable en a et que g soit différentiable en f(a). Alors go f est
différentiable en a et l'on a

d(go [)(a) = dg(f(a)) o df(a).|

Preuve : Comme f est différentiable en a, on a

fla+h) = f(a) = df(a)(h) + or(h).

De méme, comme ¢ est différentiable en f(a), on a

9(f(a) + k) = g(f(a)) = dg(f(a))(k) + oc(k).

Si l'on choisit justement k& = f(a + h) — f(a), on obtient donc compte tenu du fait que
dg(f(a)) et df(a) sont des applications linéaires continues :

9(f(a+h)) —g(f(a)) = dg(f(a))(f(a+h)—f(a)) +oc(f(a+h)—f(a)),
= dg(f(a))(df(a)(h)) + oc(h).

Exemples :
(1) Soit f:U C R™ +— RP différentiable en a € U. Soit h > 0 et  une application de | —h, h[
a valeurs dans U dérivable en 0 et telle que v(0) = a 2. Notons v = ~/(0).
Alors le théoreme de composition assure que f o~y est dérivable en 0 et que 'on a

of
5, (@)

(f 07)'(0) = df (a)(+'(0)) =

Si I'on choisit v(t) = a + tv, on retrouve la définition de la dérivée suivant le vecteur v.

(2) Soit E, F, G et H quatre espaces vectoriels de dimension finie, U un ouvert de E et
a € U. Soit B une application bilinéaire de F' x G dans H, f € F(U;F) et g € F(U;G).
Si f et g sont différentiables en a alors application ¥ : z +— B(f(x),g(z)) aussi et 'on a

Vh e E, d¥(a)(h) = dB(f(a),9(a))(df(a)(R),dg(a)(R),
— B(df(a)(h),g(a)) + B(f(a),dg(a)(h)).

2 Autrement dit, le graphe de 7 est une courbe de R™ passant par le point a.
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Dans le cas ou F' = G = H, sil’on note ‘x’ 'application bilinéaire B, on a donc la formule

suivante
(23)  [VheE, d(f + g)@)(h) = (@(@)(h) * gla) + f(a) * ([dg(@)(h))]
qui peut étre vue comme une généralisation de la formule de Leibniz (fg) = f'g + f4'

pour les fonctions de R dans R.

Les exemples d’applications de la formule (2.3) sont nombreux : multiplication de matrices,
produit scalaire, etc. On peut aisément la généraliser au cas multilinéaire.

Corollaire 2.2.3 Soit U un ouwvert de E. La fonction f :U — RP est différentiable en a € U
si et seulement si toutes ses applications composantes f; le sont. On a alors

Vh € E, df(a)(h) = (dfi(a)(h),- - . dfy(a)(h)).
Preuve : On utilise f; = m; 0 f et le théoréeme de composition. [ |

Corollaire 2.2.4 Soit U un ouvert de R™ et V un ouvert de RP. Soit f: U — V différentiable
ena€U et g:V — R différentiable en f(a). Alors go f est différentiable en a et l'on a, au
sens de la multiplication des matrices de Mgy ,(R) par les matrices de My, ,(R) :

|D(go f)(a) = Dg(f(a)) P (a).|

Autrement dit,

0 fk

A9 )0y = 37 29 (0 ),
J

b @ =25

\V/je{l,"',n}, \V/iE{].,"',Q},

k=1

Preuve : 1l suffit d’utiliser le fait que la matrice jacobienne d’une application différentiable
n’est autre que la matrice de sa différentielle par rapport a la base canonique, et d’appliquer
le théoreme de composition. ]

2.3 La notation différentielle et les changements de variables

Dans toute cette section, U désigne un ouvert de R™ et f : U — R. Tous les résultats qui
suivent se généralisent sans peine au cas d’une fonction a valeurs wectorielles : il suffit de les
appliquer a chaque composante d’une telle application.

Si 'on suppose f différentiable en a, nous avons vu que

a)hi _Z&m

En calcul différentiel, il est d’'usage de noter dx; 'application m; et 'on obtient donc le résultat
suivant :

n

(2.4) Vh e R™, df(a Z

=1

Proposition 2.3.1 Soit f: U — R différentiable en a. Alors on a la formule

(2.5) = Z

a) dx;.
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La “popularité” de cette formule (que vous avez certainement rencontrée dans les cours de
thermodynamique) tient & son “invariance par changement de variable”.

En effet, considérons un ouvert V de RP et ¢ : V — U dlfferentlable sur V. Supposons
f:U — R différentiable sur U. Pour t € V', notons ¢t = (t1,--- ,tp) et 22 les dérivées partielles

de ¢. De méme pour z € U, notons z = (21, -+ ,x,) et 887]; les derlvees partielles de f.

D’apres le théoreme de composition, la fonction F' « f o est différentiable sur V et I'on a

Wil ph VeV, gf() Zif(go(t))a@?(t).

En notant dti la i-eme application coordonnée sur RP, on a donc

r() = Zf @ =Y (3 S 520 )an =30 L oty (30 G20 an ).
j=1 "7 ! j=1 "7 i=1 '

=1

Mais la somme en ¢ se trouvant dans le dernier terme n’est autre que la différentielle de ;.
Donc on a

(2. a0 =3 5L (ol0) de0).

7=1

On commet souvent I’abus de notation consistant & donner le méme nom a la fonction f et a
la fonction f o ¢ en écrivant f(xz) pour parler de f et f(t) pour parler de F'. Pire, on écrit
xj = x;(t) pour parler de la fonction ¢; !

Cet abus est justifié dans la mesure ou la formule (2.6) garantit que les dz; dans (2.5) se com-
portent bien comme des différentielles et permet de gagner du temps dans les calculs. Néanmoins,
cette convention, couramment employée en physique et en mathématiques appliquées peut étre
fort dangereuse et doit étre utilisée avec précaution... En cas de doute, il est conseillé de se
reporter aux formules du corollaire 2.2.4.

Exemple : Coordonnées polaires. Soit f : R? — R une fonction différentiable et ¢ : (p, 0)

(pcosB, psinf) définie sur R\ {0} x R. On cherche a calculer la différentielle de F' = Lfoop.

Méthode matricielle :
On calcule la matrice jacobienne de ¢ (qui est une matrice 2x2) et la matrice jacobienne de
f (c’est une matrice ligne & deux composantes) et on applique le théoréme de composition
pour déterminer la matrice jacobienne de F'.

Méthode différentielle :
On part de lexpression de la différentielle de f :

(2.7) df = 5= f +8f

et 'on veut calculer 2 a— et 89 tels que la relation dF = 8 E E dp + d@ L df soit vérifiée.

Notons (z,y) les composantes de ¢. on a

dx = g:;dp—i-ge df = cosOdp—psinfdf et dy—gyd +g‘z

En reportant ces deux égalités dans (2.7), on obtient finalement

dF (p,0) = 3L(x,y) (cosdp — psinfdf) + 5L (x,y) (sin dp + pcos 6 db) ,
= (cosH ~(z,y) +sind f(x y)) dp + p(cos& g—i(x,y) —sinf %(:c,y)) de.

df =sinfdp+ pcosfdb.

~~

5L (p.0) 9L (p,0)



Chapitre 3

L’inégalité des accroissements finis

3.1 Le cas d’une fonction numérique d’une variable réelle

Pour une fonction de R dans R, nous disposons du résultat classique suivant apppelé égalité
des accroissements finis :

Théoréme 3.1.1 Soit f une fonction continue de [a,b] dans R, et dérivable sur ]a,b[. Alors
il existe ¢ €]a,b] tel que

fb) = fla) = (b= a)f'().

Preuve : On pose ¢(t) = f(t) — f(a) — k(t —a) ou k est choisi de telle sorte que p(b) = 0.
Comme on a bien sir ¢(a) = 0 (quel que soit le choix de k), on peut appliquer le théoréme
de Rolle. On en déduit lexistence d'un ¢ €la, b] tel que ¢'(¢) = 0. Un calcul immédiat
montre que ¢'(c) =0 si et seulement si k = f’(c). Comme par ailleurs

on obtient bien le résultat voulu. [ |

Théoreme 3.1.2 Soit f une fonction continue d’un intervalle ouvert I de R et a valeurs dans
R. Supposons f dérivable sur I a dérivée bornée et notons M = sup,e; |f'(t)|. Alors on a

(3.1) V(w,y) € 17, |f(y) — f(2)] < Mz —yl.

Preuve : Soit (x,y) € I?. L’égalité des accroissements finis assure I'existence d'un z € I tel
que

fy) = f(z) = (y — 2)f'(2).

Pour conclure, il suffit de prendre la valeur absolue des deux membres de 1’égalité et
d’utiliser le fait que |f'(2)] < M. ]

3.2 Le théoreme des accroissements finis pour les fonctions de
plusieurs variables

Commencons par rappeler la définition d’un segment d’un espace vectoriel réel.

Définition 3.2.1 Soit E un e.v. sur R et (a,b) € E%. On appelle segment fermé d’extrémités
a et b l'ensemble

[a,b) £{z € E | 3t€0,1], z = ta+ (1 — t)b}.

17
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On appelle segment ouvert d’extrémités a et b l’ensemble

Ja,b[ £ {2z € E | 3t €]0,1], z = ta+ (1 — t)b}.
L’égalité des accroissements finis se généralise facilement aux fonctions de plusieurs variables a
valeurs réelles :

Théoreme 3.2.2 Soit f une fonction continue sur un ouvert U de E et a valeurs réelles. Soit
(a,b) € U? tel que [a,b] C U. Supposons f différentiable en tout point de ]a,b[. Alors il existe
c €la, bl tel que

f(0) = f(a) = df (c)(b - a).

Preuve : Pour t € [0,1], on pose ¢(t) = f(a+t(b—a)). Grace au théoreme de composition,
¢ est continue sur [0, 1], dérivable sur ]0,1[ et ¢'(t) = df(a + t(b — a))(b — a). L’égalité
des accroissements finis “classique” s’applique donc a ¢ et donne le résultat voulu. ]

Considérons l'application suivante :

] R — R?2
L N N (cost,sint).

Il est clair que ¢(0) = ¢(27). Pourtant ¢’ ne s’annule jamais sur [0, 27].

Cet exemple simple montre que pour les fonctions @ valeurs vectorielles, il n’y a aucun espoir
d’avoir une égalité des accroissements finis similaire a celle du cas réel.

En revanche, I'inégalité des accroissements finis demeure vraie. Avant de I’énoncer dans le
cas général, rappelons que la norme d’une application linéaire continue de E vers F' est définie
par

aéf u(z)|F
llull| = sup [lu(z)||r = sup P
2] p=1 w20 zlle
L’inégalité des accroissements finis pour les fonctions de F dans F' peut alors se généraliser
ainsi :

Théoréme 3.2.3 Soit f une fonction continue sur un ouvert U de E et a valeurs dans F'.
Supposons [ différentiable sur le segment ouvert |a,b[ de U et

MY sup ||df(a+tb—a))|| < +oc.
t€]0,1]

Alors on a linégalité suivante :

1f(b) = f(a)llr < M|lb—alp.

Preuve : Soit f vérifiant les hypotheses de 1’énoncé. Supposons de plus a # b (sinon le
résultat est trivial) et f différentiable en a avec |||df(a)||| < M. Fixons € > 0. Soit

A e 0.1 [If(a+ 1 - a) ~ f@llr < (M + )tllb - alg).

Pour ¢ € [0, 1], notons g.(t) = (M + e)t||b —a|lg — || f(a +t(b—a)) — f(a)||F.
Remarquons que A, = g_!(RT). Comme f est continue sur U, application g. est conti-
nue sur [0,1]. L’ensemble A, est donc un fermé de [0,1]. Il est non vide car contient 0,
et évidemment borné. Donc A, admet un plus grand élément tg.

On veut montrer que tg = 1. Supposons par ’absurde que ty < 1. Alors on a

vt €lto, 1], [[f(a+t(b—a)) = fla)llr > (M + e)t[|b — al -
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En soustrayant 1'inégalité

[f(a+to(b—a)) — fla)llr < (M + €)tollb — al| &,
et en appliquant la deuxiéme inégalité triangulaire, on conclut que
(32)  Vteto, 1], [fla+tb—a))— fla+to(b—a))llr> (M+e)(t —to)|b— allp
Or

o Hat 10— )~ fla ol — )
t—to t—1o

=df(a+to(b—a))(b—a).

En vertu de (3.2), on a donc |||df(a+to(b—a))||| > M + €, ce qui est contraire aux
hypothéses. On conclut que 1 € A, et il ne reste plus qu’a faire tendre € vers 0 pour
obtenir le résultat voulu. [ |

Remarque : Le cas ou f n’est pas différentiable en a se traite en appliquant le résultat
précédent sur le segment [a + (b — a),b] (avec le méme M ) puis en faisant tendre 7 vers 0.

3.3 Quelques applications de I’inégalité des accroissements finis

En pratique, il est souvent plus facile de calculer des dérivées partielles que d’établir la
différentiabilité. Nous avons déja souligné le fait que I'existence de toutes les dérivées partielles
en un point n’entrainait pas forcément la différentiabilité. Nous disposons heureusement du
résultat suivant qui permet de conclure a la différentiabilité dans la plupart des cas :

Théoréme 3.3.1 Soit f € F(U,RP) avec U ouvert de R™ et a un point de U. Supposons
que toutes les dérivées partielles de f existent au voisinage de a et soient continues en a.
Alors f est différentiable en a et l'on a

Vh e E, df(a Zaxz
Preuve : Soit h = (hy,--- ,h,) € R". 0n a
f(a+h Zl :[ (al+hlaa2a”')an)if(a17a/27"'7a) 8$1( )]
i
+|:f(a1+hlva2+h2aa3a"')an)_f(a1+h17a27"'va) 8 ()i|+ o
T2
of

"+[f(al+h17"'aan"_hn)_f(al_’_hl)"'7an—1+hn—1aan) a$ ( )}

Fixons un € > 0. Remarquons que t — f(¢, a9, - ,a,) n’est autre que la premiere appli-
cation partielle associée & f en a qui, par hypothese, est dérivable en a;. Par conséquent,
il existe m1 > 0 tel que

of

da;l

(@)

Sf‘h1’~

Vhy €] —n1,ml, Hf(al + hi,ag,- -+ ,an) — flar,a2, -+ ,a,) — -

Remarquons ensuite que le deuxiéme terme entre crochets peut se récrire ¢p, (h2) — ¢p, (0)

avec 8f
fla1 +hi,as +t a3, ,ay )—t%( a).

déf
¥hq (t) =
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La fonction ¢p, est dérivable pres de 0, et 'on a pour ¢ assez petit

of

of
/ - —_— > .. _——
Qohl (t) — 81132 (CLl + hlv a + tv as, ) CLn) a$2 (CL)

Grace a la continuité des dérivées partielles en 0, il existe donc 72 > 0 tel que pour tout
(h1,h2) €] = n2,m2[* on ait [l¢/(t)||F < e
En vertu du théoréme des accroissements finis, on a donc pour tout (hy, he) €] — 12, 72[%,

0
“f(al+hlva2+h27a3v"' 5an)_f(a1+hlaa27"' , @ ) h28:;:f (CL) <€|h2|
RP

Les termes suivants se traitent de méme. En posant 7 = min(n, -+ ,7,), on obtient
finalement

Vh€R", max |h~|<n:>Hf(a+h)—f() if - <€Z|h|

Cie{lon) 81’ hi RP

d’ou le résultat. ]

Remarque : Si les hypotheéses du théoreme 3.3.1 sont vérifiées, on dit que f est contintiment
différentiable en a.

Corollaire 3.3.2 Soit U un ouvert de R™. La fonction f :U — RP est de classe C' sur U
si et seulement si f et toutes ses dérivées partielles sont définies et continues sur U .

Preuve : — Supposons f de classe C''. Alors on sait déja que toutes ses dérivées partielles
sont définies et l'on a de plus, en notant (ej,--- ,€,) la base canonique de R,

Vie{l, - ,n}, gﬂi( ) =df (a)(ei).

On en déduit que pour tout (a,b) € U?,

of of
50,0 ~ g (@) = (d0) - df (@) ().

En revenant a la définition de |||-|||, on a donc

‘ of of
of

a
8@,2( ) — &Ci( )
ce qui assure la continuité de ’application 9y, Sur U.

< [lldf (0) — df (a)lll lleil| =,

F

<= D’apres le théoreme 3.3.1, f est différentiable sur U et 'on a

Vo e U, df(z Zax o

Comme m; et % sont des fonctions continues, le théoreme de composition assure la
7
continuité de df sur U. [ |

Proposition 3.3.3 Soit U un ouvert de E, a € U et f € F(U; F) une application continue
sur U et différentiable sur U\{a}. Si de plus df(x) admet une limite L € L(E;F) quand x
tend vers a alors f est différentiable en a et df(a) = L.
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Preuve : Posons ¢(z) = f(x) — L(x). Il suffit de démontrer que ¢ est différentiable en a et
que d¢(a) =0.
Fixons € > 0. Par hypothese, d¢(z) tend vers 0 quand = tend vers a. Il existe donc 7 > 0
tel que |[|[do(y)]|| < € pour tout y € B(a,n).
En appliquant I'inégalité des accroissements finis, on trouve donc

Yy € B(a,n), [[¢(y) — ¢(a)llr < €lly — allg,

et on conclut que ¢ est différentiable en a et que d¢(a) = 0. [

Il est bien connu que pour une fonction définie et dérivable sur un intervalle de R étre constant
est équivalent a la nullité de la dérivée. Nous souhaitons généraliser ce résultat aux fonctions de
plusieurs variables. Pour ce faire, nous avons besoin d’introduire la notion de connezité.

Définition 3.3.4 Soit (a,b) € E%. On dit que la partie T' de E est une ligne polygonale
d’extrémités a et b s’il existe un nombre fini de points ag,- - ,ary1 de E tels que

ag=a, agr1 =b et I' = [ag,a1] U U [ag, arq1].

Définition 3.3.5 Soit U un ouvert de E. On dit que que U est connexe si pour tout couple
(a,b) de points de U il existe une ligne polygonale d’extrémités a et b contenue dans U.

Exemple important : On dit qu’une partie A de R™ est convexe si pour tout couple (z,y)
de points de A le segment fermé [x,y] est inclus dans A.
Vu la définition de connexité, il est clair que tout ouvert convexe est connexe.

Théoréme 3.3.6 Soit U un ouvert de E et f € F(U; F).
(i) Si f est constante sur U alors f est différentiable sur U et de différentielle nulle en tout
point.

(ii) Si de plus U est conneze et f est différentiable sur U de différentielle nulle alors [ est
constante sur U.

Preuve : De la définition de la différentielle, on déduit facilement que si f est constante alors
df =0.
Pour prouver (ii), fixons deux points a et b de U. Il s’agit de montrer que f(b) = f(a).

Comme U est connexe, il existe un nombre fini de points ag, - - - , ax11 de F tels que ag = a,
ag+1 = b et [aj,a;41] C U pour tout j € {0,---,k}. La différentielle de f est nulle sur
chaque segment [aj, a;41]. On peut donc appliquer 'inégalité des accroissements finis avec
M =0 et conclure que f(ajy1) = f(a;) pour tout j € {0,---,k}. Donc f(b) = f(a). m

Pour terminer ce chapitre, donnons une application hors-programme de I'inégalité des accrois-
sements finis & la différentiation des suites de fonctions.

Théoreme 3.3.7 Soit U un ouvert convexe de E et a un point de U. Considérons une suite
(fn)nen d’applications de U dans F vérifiant :

(i) (fn(a))nen converge dans F,
(ii) chaque f, est différentiable sur U,
(#3) (dfn)nen converge uniformément sur tout borné de U vers une fonction g : U — L(E; F)).

Alors il existe une fonction f différentiable sur U de différentielle g et telle que (fn)nen
converge simplement vers f sur U, et uniformément sur toute partie bornée de U .

!Dans ce cours, nous nous limiterons & la définition de la connexité pour les ouverts. Pour la définition dans le
cas général, on pourra se reporter a [3].
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Preuve : lére étape : Convergence de la suite vers une fonction f.

Soit A une partie bornée de F. On peut sans nuire a la généralité se limiter au cas ou A
est 'intersection de U avec une boule ouverte de rayon M > 0 et de centre a (si bien que
A est convexe).

En vertu de (iii), la suite (dfp)nen vérifie le critere de Cauchy uniforme sur A. Donc il
existe un rang N € N tel que pour ¢ > N et r > N, on ait

Vo € A, |ldfo(2) - dfy(@)ll < 537

Fixons (z,z) € A%. En appliquant I'inégalité des accroissements finis & la fonction f,. — fq
entre x et xg, on obtient

€

(3'3) Hfr(x)_fQ(x)_fr(‘rO)"i_fq(xO)HF < 3N

|z — ol -

FEn choisissant xg = a, et en appliquant la deuxieme inégalité triangulaire, on obtient donc,
compte tenu de ||z —al|g < M,

1fr(2) = fo(2)llF < % + [1fr(a) = fy(a)| -

En utilisant maintenant ’hypothese (i), on conclut que (f,.(x)),en est une suite de Cauchy
de FN donc converge vers une limite f(z).

En faisant tendre ¢ vers l'infini dans l'inégalité ci-dessus, on constate de plus que la
convergence est uniforme sur A. Comme chaque f, est continue (car différentiable), nous
en concluons que f est continue sur U.

2éme étape : Etude de la différentiabilité de f.
Fixons 29 € U et posons A = U N B(xg,1). on a pour tout ¢ e N et z € A,

1/ () = £ (o) — g(wo)(x — xo) [ < |(f(z) = f(z0)) = (fo(x) — fy(xo))llF
FlIfg(@) = fa(xo) — dfy(wo)(z — zo) || F + l[(dfg(20) — g(20))(x — 20)| -

En faisant tendre r vers +oo dans (3.3), on sait qu'il existe ¢; € N tel que pour ¢ > ¢,
le premier terme du membre de droite soit inférieur & £||z — x|z pour tout x € A.

En vertu de I'hypothese (iii), il existe go € N tel que le dernier terme soit inférieur a
Sllz — xol|p pour tout z € A et g > go.

Posons ¢ = max(qi,¢2). La différentiabilité de f, assure que pour n > 0 assez petit, le
second terme est aussi inférieur a §|lz — xo[|p pour tout x € B(zo,n).

Finalement, on a donc

Vo € B(zo,n), |f(x) = f(zo) — g(xo)(x — z0)[|F < €llx — zo] &,

d’ou la différentiabilité de f en zq, avec df (zg) = g(xo). ]

Remarques :
e Si I'on remplace I'hypothese différentiable par C', la conclusion du théoréme ci-dessus
demeure avec C! au lieu de différentiable.
e Nous laissons au lecteur le soin d’établir un résultat analogue pour les séries de fonctions
différentiables (ou C1).



Chapitre 4

Différentielles d’ordre supérieur

4.1 Définitions

Nous avons vu qu’a toute fonction f € F(U; F) différentiable sur U on pouvait associer sa
différentielle df qui est une fonction de F(U; L(E; F')). Comme L(E; F') est lui-méme un espace
vectoriel normé de dimension finie, on peut s’interroger sur la continuité ou la différentiabilité de
df en tant que fonction de U vers L(F; F') ce qui conduit naturellement & la définition suivante :

Définition 4.1.1 Soit f € F(U;F) et a € U. On dit que f est deux fois différentiable en

a si f est différentiable sur un voisinage de a et si df est elle-méme différentiable en a.

On dit que f est deux fois différentiable sur U si f est deux fois différentiable en tout point

de U.

Remarques :

e La différentielle seconde [d(df)](a) est donc une application linéaire de E dans L(E; F).

Par conséquent, pour tout h € E, [d(df)](a)(h) est une application linéaire de E vers F'.
11 est d’usage de confondre [d(df)](a) avec application bilinéaire de E x E dans F notée
d?f(a) et définie par la formule :

V(h,k) € B x B, d*f(a)(h, k) = {[d(df)](a)(h)} (k).

Si x +— d?f(x) est une fonction continue de U vers L2(E x E; F), on dit que f est de
classe C? .

Si la différentielle seconde d’une fonction f est elleméme différentiable, on dit que f
est trois fois différentiable. Il est d’usage d’identifier la différentielle troisieme avec une
application trilinéaire de E x E x E vers F notée d°f(a).

En suivant le méme procédé, on peut définir la différentielle d’ordre k, d*f(a) qui est
assimilée & une application de £¥(E*; F'). Si de plus x — d* f(x) est continue, on dit que
f est de classe CF.

Exemples : 1) Pour une fonction f: R — F Dexistence de la différentielle seconde en un point
est équivalente a 'existence de la dérivée seconde. On a de plus la formule :

V(h,k) € R?, d?f(a)(h, k) = hkf"(a).

2) Soit B une application bilinéaire de E x E vers F'. Dans le chapitre 2, on a vu que

V($1,:L’2) S EQ, V(hl, hz) c EQ, dB(IL‘l,ZEQ)(hl, hz) = B(:L‘l,hQ) + B(hl,l‘z).

Pour (hi, hs) fixé, la différentielle de application ¢ : (x1,x2) — B(x1,h2) + B(h1,z2) est

do(z1,x2)(k1, k2) = B(k1, he) + B(h1, k2).

23
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On conclut que pour tout =z € E X F,
d*B(x)(h, k) = B(k1, ha) + B(h1, ka),

avec la notation évidente h = (hy, ha) et k = (ki1,k2).
On retiendra que la différentielle seconde d’une application bilinéaire est constante.

Théoréme 4.1.2 Soit U un ouwvert de E et f € F(U;F) une application deuz fois différen-
tiable en a € U. Alors d*f(a) est bilinéaire symétrique.

Preuve : 11 s’agit de montrer que d?f(a)(h,k) = d*f(a)(k,h) pour tout (h,k) € E%. Pour
cela, on définit la quantité

A(hk) = fla+h+k)— fla+h)— fla+k)+ f(a)

qui peut étre interprétée comme une différence finie d’ordre deuxr autour de a et l'on
cherche & établir que A(h, k) ~ d?f(a)(h,k) pour (h,k) — (0,0). En utilisant le fait que
A(h, k) = A(k, h), nous obtiendrons alors d?f(a)(h,k) = d*>f(a)(k,h).

Fixons un € > 0. Par définition de la différentiabilité de df en a, il existe n > 0 tel que
vh e B(0,2n), |lldf(a+ h) — df (a) — [d(df)](a) (W] < €l[h]|&-
on a donc par définition de la norme triple,
(4.1)  Vhe B(0,n), Vk € E ||df (a + h)(k) — df (a) (k) — d*f(a)(h, k)| r < €] Bllk] 5.
Fixons (h,k) € B(0,n) x B(0,n). Pour t € [0, 1], posons
W(t) = fla+h+tk) — f(a+tk) —td®f(a)(h, k).
La fonction v est dérivable sur [0, 1] et un calcul facile montre que
W) = | (df (athth)~df (a)) (k) ~d*f (a)(h-+tk, B) | — | (df (atth)~df (a)) (k) ~d*f (a) (th, k)
En conséquence, d’apres (4.1), on a

vt € [0,1], [l ()lF < el e + 20El£) || -

En appliquant le théoreme des accroissements finis a ¢ entre 0 et 1 et en remarquant que
(1) — 1 (0) = A(h, k) — d*f(a)(h, k), on conclut donc que

IA(R, k) — & f(a)(h, k)| P < 2¢(|hl|e + k] £)*.
En échangeant les roles de h et k et en utilisant la symétrie de A, on obtient également
IA(h, k) —d® f(a)(k, )|[F < 2e(|[hllE + K] B)*.
Donc, en vertu de la deuxieme inégalité triangulaire,
v(h,k) € B(0,n) x B(0,7), [|d*f(a)(h. k) — & f(a)(k, h)|[F < 4e(|[hl|E + |K]p)*.

Comme d?f(a) est bilinéaire, I'inégalité ci-dessus est en fait valable pour tout (h,k) € E?2.
Il ne reste plus qu’a faire tendre e vers 0 pour conclure & I’égalité de d?f(a)(h, k) et de

d*f(a)(k,h). [ |
Remarque : Plus généralement, on peut montrer que si f est k fois différentiable en a alors
dr f (a) est k-linéaire symétrique, c’est-a-dire que pour toute permutation o de {1,--- ,k} et
pour tout (hy,---,h) € EF, on a

d"f(a)(ho(1ys s hory) = d"f(a)(ha, -+, ).

La preuve est du méme type et repose sur l'utilisation de différences finies d’ordre k.
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4.2 Dérivées partielles d’ordre supérieur

Dans cette section, nous nous limitons pour simplifier a I’étude d’une application f définie
sur un ouvert U de R™ et a valeurs dans R.

Nous avons déja vu que f est de classe C' sur U si et seulement si toutes ses dérivées
partielles % sont des fonctions définies et continues sur U.

Si la j-eme application partielle associée a % est elle-méme dérivable en a, sa dérivée est
K3

notée 63?;8];1- (a) (ou plus simplement %(a) si i = 7). En appliquant la formule (2.4) & f puis

a chaque dérivée partielle a—gf on obtlent aisément le résultat suivant :

Proposition 4.2.1 Soit f: U — R différentiable sur U et deux fois différentiable en a € U.
Alors toutes les dérivées partielles d’ordre deux de f sont définies et 'on a

V(h, k) € R™ x R™, d*f( Z

7]_

(91'18.% j

De la formule ci-dessus et de la symétrie de 'application bilinéaire d?f(a), on déduit le résultat
important suivant :

Théoréme 4.2.2 (de Schwarz) Soit U un ouvert de R™ et f € F(U;R) une application
deuz fois différentiable en a € U. Alors toutes les dérivées partielles d’ordre deux sont définies
en a et l’on a

9% f O*f
. 2 =
Vi) €Ll @ = @

Définition 4.2.3 Soit f € F(U;R) une fonction dont toutes les dérivées partielles d’ordre deux
sont définies en a. Alors la matrice

0? 9?2
) i@ - s
9?2 f 9% f 92 f
DQf(CL) (gf 0x10x2 <a) ng(a) T O0xyn0x2 (a)
82f‘ 82]" ' 62f'
0x10Tn (a’) 0T20xy, (CL) e @(a)

est appelée matrice hessienne de f en a.

Remarque 4.2.4 En identifiant h € R™ et k € R™ aux vecteurs colonnes de mémes compo-
santes, on obtient la relation suivante entre d?f(a) et D?f(a) :

(4.2) Y(h,k) € R® x R™, d*f(a)(h, k) = ThD?f(a)k.

Autrement dit, D?f(a) est la matrice de la forme bilinéaire d?f(a) par rapport d la base cano-
nique de R™. Le théoréme de Schwarz assure de plus que la matrice hessienne est symétrique.
Si la j-eme application partielle associée a % et la i-eme application partielle associée a %
sont simultanément dérivables en a, on peut légitimement se demander s’il y a toujours égalité

entre %(a) et 83?1-28];]- (a) . On vient de voir que cela est vrai lorsque d?f(a) est définie.

En pratique malheureusement, il est souvent plus facile de calculer des dérivées partielles
d’ordre deux que d’établir qu’une fonction est deux fois différentiable. L’existence de toutes
les dérivées partielles d’ordre deux en un point ne garantit pas la différentiabilité
d’ordre deux en ce point.
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Le résultat suivant montre que la conclusion du théoreme de Schwarz demeure sous des
hypotheéses — moins fortes que la différentiabilité d’ordre deux — portant uniquement sur les
dérivées partielles. Pour simplifier, nous nous limitons au cas d’une fonction de deux variables.

Théoréme 4.2.5 Soit U un ouvert de R?, (zg,y0) € U et f: U — R. On suppose que %,
of *f T > f : 9 f :
oy €t a0z sont définies sur U et que byom €5t continue en (z0,y0). Alors 5xy (xo,y0) existe

également et l'on a

52f( )= *f
Oxdy ¥0.Y0) = OyOx

(0, %0)-

. . . 2
Preuve : Pour simplifier les notations, supposons que (xg,yo) = (0,0). On pose ¢ = %(0, 0).
Soit n > 0 tel que pour tout (z,y) € R? vérifiant max(|z|,|y|) < n, on ait
0% f
Oyox

(z,y) — E) <e.
Pour (h,k) € [-n,n]?, posons

A(h7k) - f(hv k) - f(h70) - f(O,]{?) +f(070)'

En appliquant I’égalité des accroissements finis a Iapplication = — f(z,k) — f(x,0), on
obtient 6 €]0,1[ tel que
0
A(h,k)=h < af

T

gf (9h,0)> .

xT

(0h, k) —

Les hypotheses de 'énoncé assurent que la fonction y — g—ﬁ(ﬁh, y) est dérivable sur [0, 7).
En appliquant & nouveau ’égalité des accroissements finis, on trouve donc un 4" €0, 1] tel

hk

que
0% f
A(h,k) = hk Oh,0'k).
(1) = 3 (01, ')
On en déduit que pour tout couple (h, k) de réels non nuls tels que max(|h|, |k|) < n,ona
A(h, k
‘(’) _ g' <e.

Par ailleurs,

A(hvk) _1[f(h7k)_f(h70) f(ovk)_f(()?())]

hk  h k k
En faisant tendre k£ vers 0, on en déduit que
1[of af
hl<n= —|=—(h,0) — ==(0,0)| € [ —¢, ¥ .
l<n— g 500 -F0.0]cr-arrd
Comme € > 0 est arbitraire, on conclut que % est dérivable par rapport a x en 0, de
dérivée égale a /. [ |

Exercice : Montrer que la fonction f définie sur R? par f(z,y) = zy (%) si (z,y) # (0,0)
et f(0,0) = 0 admet des dérivées partielles d’ordre 2 en tout point mais que

0% f 0% f

0xdy 0yox

Pour les dérivées partielles d’ordre supérieur ou égal a deux, le lecteur retiendra le résultat

suivant qui se démontre en appliquant le théoreme de Schwarz de fagon itérée et le corollaire
3.3.2:

(0,0) # (0,0).
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Théoréme 4.2.6 Une fonction f:U — R est de classe C* sur U si et seulement si toutes
ses dérivées partielles d’ordre inférieur ou égal a k sont définies et continues sur U. on a
alors pour toute permutation o de {1,---  k},

ak—f(a) — o f
0Ty = 0Tq, N 8:5&0(1) .. '8xa0<k) (a)

Remarque : En raisonnant composante par composante, on peut facilement généraliser les
résultats de cette section aux fonctions a valeurs vectorielles.

4.3 Formules de Taylor

4.3.1 Formule de Taylor avec reste intégral

Commencons par rappeler la formule de Taylor avec reste intégral pour les fonctions de R
dans R :

Théoréme 4.3.1 Soit I un intervalle de R et (a,h) € R? tel que a et a + h soient dans I.
Soit p € N et f € CPTYI;R). Alors on a la formule suivante :

hp+1

1
Lok / (1= ) fP D (a + th) dt.
: 0

P 1k
flath) = @)+ 3 5 1 ¥a) +
k=1 "

Preuve : Supposons que h # 0 (sinon la formule est triviale). Si f est de classe C!, on a

a+h
fatn-s@= [ 1w

En posant y = a + th, on obtient donc

1
(4.3) Fla+h) — fla)=h /O Fla+th) dt,

qui est la formule voulue dans le cas p = 0.

Dans le cas général, on applique la formule d’intégration par parties itérée a la fonction 1
que 'on intégre successivement en (t—1), (¢t —1)2/2, etc, et & la fonction ¢ — f'(a+th).

Il vient
1 L L (t=1) ' (=1)PhP 1
/ fllatthydt = | Y (=h) == (a+th) +'/ (t—1)? f @D (at-th) dt.
0 im1 & 0 p: 0
Apres quelques simplifications faciles, on obtient le résultat voulu. [ |

Donnons maintenant la généralisation de la formule de Taylor avec reste intégral aux fonctions
de plusieurs variables.

Théoréme 4.3.2 Soit U un ouwvert de E et (a,h) € E? tel que [a,a+h] C U. Soit f € F(U;R)
une fonction de classe CP*L. Alors on a

Podkt(a)(h.--- L—¢p
fla+h)= f(a)+zd K )(Z,’ .h) +/ udp“f(awh)(h,--- ,h) dt.
1 : 0 b
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Preuve : Pour t € [0,1], on définit ¢(t) = f(a + th). Grace au théoreme de composition, on
établit que o est définie et de classe CPT1 sur [0, 1] et que I'on a

' (t) = df (a+th)(h),
¢"(t) = d*f(a +th)(h, h),

ePH(t) = dP1f(a+th)(h, -+, h).

Comme ¢ est une fonction de [0, 1] dans R de classe CP, on peut lui appliquer la formule
de Taylor avec reste intégral pour les fonctions d’une seule variable, entre 0 et 1. Cela

donne b
k 1
_ ¥ (0) (1 B t)p +1
H=>" o +/0 Tap(p )(t) dt.
k=0

Il ne reste plus qu’a remplacer les ) par leur valeur pour obtenir 1’égalité souhaitée. m

Remarque : En appliquant le résultat ci-dessus composante par composante, on peut généraliser
la formule de Taylor d’ordre 2 avec reste intégral au cas d’une fonction a valeurs vectorielles.

Exemple : Pour une fonction C? de R™ dans R, la formule de Taylor avec reste intégral se

récrit :
fla+h) = +Zh af Zhh/ —t) 't (a + th) dt.

ii=1 Bxlaa: 5

4.3.2 Formule de Taylor-Lagrange

La formule de Taylor-Lagrange est une généralisation de 1’égalité des accroissements finis
mettant en jeu les dérivées d’ordre inférieur ou égal a p+ 1.

Théoréme 4.3.3 Soit U un ouvert de E et (a,h) € E? tel que [a,a+h] C U. Soit f € F(U;R)
une fonction p+ 1 fois différentiable sur U. Alors il existe 6 €]0,1[ tel que

k . p+1 a
fla+h) = *Zd - oh) AP (J;oihig? )

Preuve : On introduit a nouveau la fonction ¢ : t — f(a + th) et on lui applique la formule
de Taylor-Lagrange pour les fonctions numériques d’une variable réelle. [ |

Exemple : Pour une fonction deux fois différentiable de R™ dans R, la formule de Taylor-
Lagrange d’ordre 2 se lit :

1[.
fla+h)= —I-Zh axz ;lh hj@:rz (a+6h) avec 0 €]0,1]

Corollaire 4.3.4 Soit f € F(U;R) une fonction p+ 1 fois différentiable sur U. Supposons

que [a,b] C U et que dPTLf soit bornée par un réel M > 0 sur la,b[. Alors on a linégalité

sutvante : , "
d*f(a)(b—a,---,b—a) 16— all%

b) — f(a) — — <M

CRFCEDY . <M

Preuve : on applique la formule de Taylor-Lagrange a f et ’on utilise le fait que

" fla+0(b—a))(b—a,- b—a)| < M||b—al}.
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Remarque : La formule de Taylor-Lagrange est fausse en général pour les fonctions a valeurs
vectorielles. On remarquera en effet que cette formule a l'ordre 1 n’est autre que I'égalité des
accroissements finis. En revanche, le corollaire ci-dessus peut se généraliser aux fonctions a
valeurs vectorielles. La preuve s’inspire de celle de 'inégalité des accroissements finis.

4.3.3 Formule de Taylor-Young

Contrairement aux deux autres formules de Taylor, celle de Taylor-Young n’est pas exacte :
c’est un développement asymptotique.

Théoréme 4.3.5 Soit U un ouvert de E et a € U. Soit f € F(U; F) une fonction de classe
CP=1 sur U et p fois différentiable en a. Alors il existe un voisinage V de 0 et une fonction
e:V — F tendant vers 0 en 0, tels que

VheV, fla+h) = f(a) + zp: (@) (h -, h) +e(h)[|h]2.-

Preuve : La preuve se fait par récurrence sur p.
Le cas p = 1 résulte de la définition de la différentiabilité.
Soit p > 2. Supposons le résultat vrai pour p — 1 et prouvons-le pour p. Soit donc
f € F(U; F) une fonction de classe CP~! qui est p fois différentiable en a.
Fixons un h tel que [a,h] C U et posons
Pk gk
o(t) = fa+ ) 3 EEIO o),

k=1

Vues les hypotheses, la fonction g est dérivable sur [0, 1] et l'on a
p tk‘—l .
g0 = dfatth)h) = G—yd f@)h,-- b,
k=1 )
p—1 4
i

S ) )b,

<df (a+th) —

j=0
En appliquant a df la formule de Taylor-Young d’ordre p — 1, on obtient ’existence d’un
voisinage V' de 0 (que l'on peut toujours supposer convexe) et d’une fonction e définie
sur V tendant vers 0 en 0, tels que

p—1 . / /
€ V. dffa+ ) = df(a) + 3 SR

j=1
Pour h € V', on peut appliquer la formule ci-dessus a h' = th et on obtient
vt [0,1], lg/(t)lr < e(th) AL
Enfin, on remarque

P k a
9(1)—9(0):f(a+h)—f(a)_zd f( )(Z; ,h)

k=1

et il ne reste plus qu’a appliquer I'inégalité des accroissements finis & g pour conclure. W

Exemple : Pour une fonction C! de R” dans R, deux fois différentiable en a, la formule de
Taylor-Young se récrit :

fla+h)= +Zh6xl Zhhja o, (a) + e(h)||h])%.

7_7_
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Chapitre 5

Problemes d’extrema

Dans ce chapitre, U désigne un ouvert de l'e.v. E de dimension n et f, une fonction de U
a valeurs dans R.

5.1 Définitions

Définition 5.1.1 Supposons f différentiable en a € U. On dit que la fonction f admet un
point critique en a € U si df(a) =0.

Définition 5.1.2 Soit A une partie quelconque de E. On dit que f: A — R admet un maxi-
mum local en a € A s’il existe un voisinage V de a tel que

Vee VNA, flx) < f(a).

Lorsque l’inégalité ci-dessus est vraie pour tout © € A, on dit que f admet un maximum
global en a.
On dit que f admet un minimum local en a € A s’il existe un voisinage V de a tel que

Vee VNA, f(z)> f(a).

Lorsque l'inégalité ci-dessus est vraie pour tout © € A, on dit que f admet un minimum global
en a.

Si les inégalités ci-dessus sont strictes pour x # a, on parle de minimum (ou de maximum,)
strict.

Remarque : Le mot extremum désigne un maximum ou un minimum.

Le théoréme suivant assure que tout minimum ou maximum d’une fonction différentiable est
un point critique.

Théoreme 5.1.3 Soit U un owvert de E. Supposons f différentiable en a € U. Si f
admet un minimum ou un mazximum local en a alors df(a) =0.

Preuve : Fixons v € F et considérons la fonction ¢ définie au voisinage de 0 par ¢(t) =
f(a+tv). Alors ¢ est dérivable en 0 de dérivée ¢'(0) = df (a)(v). Par ailleurs ¢ admet
un extremum en 0 donc ¢'(0) = 0 et 'on conclut donc que df(a)(v) = 0. ]

Remarque : Réciproque fausse (méme pour les fonctions de R dans R d’ailleurs).

Attention : Pour une fonction f définie et continue sur un fermé F', et différentiable a I'intérieur
de F', le critere ci-dessus ne permet de détecter que les extrema intérieurs a F'. Rien n’empéche
f d’avoir un minimum ou un maximum sur la frontiere 0F. Le lecteur pourra considérer la
fonction f(x,y) = 2% + y? définie sur le disque unité fermé pour s’en convaincre...

31
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5.2 Résultats liés a la compacité

Bien souvent, des arguments de compacité permettent de préciser la nature d’un point cri-
tique. Rappelons tout d’abord ce résultat classique du cours de topologie :

Théoréme 5.2.1 Soit K une partie compacte! de E et f une fonction continue de K dans
R. Alors f est bornée et atteint ses bornes. Plus précisément, il existe a € K et b € K tels que

fla) = inf f(z) =minf(z) et f(b)= sup f(x)=max f(z).

rzeK zeK zeK zeK

Preuve : 1l suffit de se souvenir que I'image d’'un compact par une application continue est
un compact et qu’'un ensemble compact est borné et contient ses bornes inférieures et
supérieures. [ |

Pour une fonction f définie sur E tout entier, on peut avoir recours au résultat suivant :

Proposition 5.2.2 Soit f une fonction continue de E vers R telle que

lim  f(z) = +o0.
2]l 5—+o0

Alors [ est minorée et atteint son minimum.

Preuve : 1l existe un A > 0 tel que f(z) > f(0) pour ||z||g > A. La restriction g de
f ala boule fermée B(0, A) est une application continue sur un compact. Donc elle est
minorée et atteint son minimum en un point a € B(0, A). on a donc f(a) < f(x) pour tout
x € B(0, A), et, en particulier, f(a) < f(0). Comme par définition de A, on a f(x) > f(0)
pour ||z||[g > A, on peut maintenant conclure que f admet un minimum global en a. =

Remarque : En changeant f en —f, on établit qu'une fonction f tendant vers —oo a l'infini
est majorée et atteint son maximum.

5.3 Cas des fonctions deux fois différentiables

Dans le cas E = R™ (pour simplifier), ’étude de la matrice hessienne peut permettre de
préciser la nature d’un point critique d’une fonction deux fois différentiable :

Théoréme 5.3.1 Soit f: U — R une fonction différentiable sur ouvert U. Soit a un
point critique de f. Supposons de plus que f soit deux fois différentiable en a.
(i) Si D%f(a) est définie positive (resp. définie négative) alors f admet un minimum
(resp. mazimum) local strict en a.
(ii) Si f admet un minimum (resp. mazimum) local en a alors D?f(a) est positive
(resp. négative).

(iii) Si D%f(a) n’est ni positive ni négative alors f n’admet pas d’extremum en a. On
dit que f admet un point selle en a.

Preuve : Munissons R" de la norme euclidienne canonique || - ||. On applique la formule
de Taylor-Young d’ordre 2 en a. Sachant que df(a) = 0, il vient pour tout h dans un
voisinage V de 0O :

(5.1 flat )= fla) = £ 3 hihy2S )+ o).

5,j=1

LC’est-a-dire fermée bornée puisque 1’on travaille en dimension finie.
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La somme du terme de droite (sans le facteur 1/2) est l'image du couple (h,h) par la
forme quadratique de matrice D?f(a). Si I’on suppose cette matrice définie positive, il
existe donc un ¢ > 0 tel que

Vh € R", Z hih Ja (a) > 2¢||h||?.

7]_

De plus il existe 7 > 0 tel que pour tout h € R vérifiant ||h|| < n, le terme o(||h||?)
puisse étre majoré par c||h|*. On conclut que

Yh € B(0,7), fla+h)— f(a) > c||n|?

et donc f admet un minimum local strict en a.

Réciproquement, si f admet un minimum local en a, le membre de droite de (5.1) doit
étre positif. Par définition du o(||h||?), on en déduit que pour tout e > 0, il existe n > 0
tel que

0% f

a0, @ = el

Vh € B(0,7), Z hih;
,j=1
Par homogénéité, cette inégalité est en fait vraie pour tout h € R". En faisant tendre €

vers 0, on conclut a la positivité de la matrice hessienne.

En changeant f en —f, on obtient le résultat relatif au cas ot f admet un maximum en
a.

Pour prouver le dernier point du théoréme, on remarque d’abord que la matrice D?f(a)
admet une valeur propre A~ < 0 et une valeur propre A* > 0. Notons A~ (resp. h™) un
vecteur propre de norme 1 pour la valeur propre A~ (resp. A" ). Donnons-nous également
un € > 0 tel que € < min(JA7[,AT). La formule de Taylor d’ordre 2 en a nous donne un
n >0 tel que

ThD2f

vh e B(O,m). | f(a+h) ~ f(a) - P < Selmle

En appliquant cette inégalité & h = th™ avec |t| < 1, on obtient

!f(a—l—th_) — f(a) — ﬁ/\_‘ < et;

d’out f(a+th™)— f(a) <0 pour |t| <n non nul.
Un calcul similaire montre que f(a + th*) — f(a) > 0 pour [¢t| < n non nul. ]

Remarque : Si D?f(a) est positive ou négative mais non inversible, on ne peut pas conclure en
général. Pour s’en convaincre, on pourra étudier la nature du point critique 0 pour les fonctions
fi(z,y)— a2 +aty et g:(x,y) — 2%+ 2xty?.

Exemple : étude des points critiques d’une fonction de deux variables

Théoréme 5.3.2 Soit U un ouwvert de R?, f : U — R différentiable sur U et a € U un
point critique de f. Supposons f deux fois différentiable en a et notons A(a) le hessien de
f en a, c’est-a-dire le déterminant de la matrice hessienne de f en a. Alors on a les résultats
sutvants :

(i) Si Aa) >0, et ﬂ(a) >0 ou giy];(a) > 0 alors f admet un minimum local strict en a.

(i1) Si A(a) >0, et : f( ) <0 ou 227{(@) < 0 alors f admet un mazimum local strict en a.

(iii) Si A(a) <0 alors f admet un point selle en a.
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Preuve : Posons p & %(a), < %(a) et r ‘327];(&) de telle sorte que

D2 _ (P q)

= (1

Le polynome caractéristique de D?f(a) est X2 — (p+7)X + pr — ¢*. Ses deux racines \_
et A4 sont réelles (car la matrice correspondante est symétrique) et vérifient

M+ A =p+r et Ay =pr—¢°

Si I'on suppose que pr — ¢? > 0 alors A_ et A sont de méme signe. Si de plus p > 0
(cas (7)) alors on doit avoir 7 > 0 (puisque pr > ¢*) et 'on a donc A_ >0 et Ay > 0 et
D?f(a) est donc définie positive. D’apres le théoreme 5.3.1 f admet donc un minimum
local strict en a.

Si p < 0 (cas (ii)) alors on doit avoir r < 0 et 'on a donc A_ < 0 et Ay < 0. Donc
D?f(a) est définie négative. D’apres le théoreme 5.3.1 f admet donc un maximum local
strict en a.

Si pr—¢% < 0, les deux valeurs propres de D?f(a) sont non nulles et de signe opposé. La
fonction f a donc un point selle en a. [ |

5.4 Conditions d’extrema dans le cas convexe

Définition 5.4.1 Soit U wune partie convexre de E. On dit que la fonction f € F(U;E) est
convexe St

V(z,y) € U vt € [0,1], f(tz+ (1 —t)y) < tf(z)+ (1 —1)f(y).

On dit que f est strictement convexe si [’'inégalité ci-dessus est stricte pour x # y et t €]0, 1.
On dit que f est concave (resp. strictement concave) si —f est conveze (resp. strictement
convezxe).

5.4.1 Résultats de convexité pour les fonctions d’une seule variable

Le résultat suivant stipule que les pentes des segments reliant deux points du graphe d’une
fonction convexe d’'une seule variable réelle croissent avec les abscisses des points considérés.
Cela constitue en fait une caractérisation des fonctions convexes d’une seule variable.

Lemme 5.4.2 (des trois cordes) Soit f définie sur un intervalle I de R et a valeurs dans
R. Alors f est conveze si et seulement si pour tout triplet (u,v,w) € I® tel que u < v < w on a

f0) = flw) _ fw) = f(w) _ f(w) = f(v)

v —U - w—u - w—v

(5.2)

De méme, f est strictement convexe si et seulement si pour tout triplet (u,v,w) € I tel que
u <v<w, les inégalités ci-dessus sont strictes.

Preuve : Supposons f convexe et donnons-nous (u, v, w) € I3 tel que u < v < w. Remarquons
que v =tu+ (1 —t)w avec t = (w —v)/(w — u). Or par convexité de f, on a

f) <tf(u)+ (1 —1)f(w)

ce qui donne apres multiplication par w — u,

(w —u)f(v) < (w—0)f(u) + (v —u)f(w).

On en déduit aisément les deux inégalités de (5.2).
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Réciproquement, supposons que f vérifie (5.2) et donnons-nous = < y et ¢t €]0,1[. En
appliquant I'inégalité de gauche de (5.2) & u =z, v =tx + (1 — t)y et w =y, on obtient

flte+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y).

Donc f est bien convexe.

Le cas strictement convexe se traite en remplacant les inégalités par des inégalités strictes
dans la preuve précédente. [ |

Le résultat suivant assure que le graphe d’une fonction convexe dérivable se situe au-dessus
de ses tangentes.

Proposition 5.4.3 Soit f: I — R dérivable en xg.

(i) Si | est convexe alors on a
Vo €I, f(z) > f(zo) + (x — o) f(w0).
(i) Si [ est strictement conveze alors on a
vz € I\ {zo}, f(z) > f(zo) + (z — z0) [ (20).

Preuve : Supposons d’abord que = > xg. Soit h €]0,2 — zo[. En appliquant I'inégalité de
gauche du lemme des trois cordes & f avec u = xg, v = xg + h et w = x, on obtient

f(zo+h) = f(z0) h! f(x) — f(x0)

h P T — To

D’ou l'inégalité voulue en faisant tendre h vers 0.

Si x < xg, on applique I'inégalité de droite du lemme des trois cordes en v =z, v =x9—h
et w=xzg avec h €]0,z9 — x[. Il vient

f(zo) — f(wo — h) S f(z) = f(x0)

h - T — To

D’ou 'inégalité voulue en faisant tendre h vers 0 (remarquer que multiplier par z—xy < 0
change le sens de I'inégalité).

Si f est strictement convexe et x > xy, on commence par fixer un 2’ €]z, z[. On sait que

fagy < 1) = @),

' — xo

Mais d’apres le lemme des trois cordes pour les fonctions strictement convexes, on a

f@') — f(xo) < f(z) = f(x0)

z! — x9 T — To

)

d’ou l'inégalité voulue. Le cas x < x( est similaire. [ |

Donnons un corollaire fort utile du résultat précédent :

Corollaire 5.4.4 Soit f: I — R une fonction dérivable sur I. Alors f est convexe si et
seulement si f' est une fonction croissante, et f est strictement conveze si et seulement
st f' est strictement croissante.

exosup.com page facebook


http://www.exosup.com
http://www.facebook.com/allcourstdtp

36 CHAPITRE 5. PROBLEMES D’EXTREMA

Preuve : Supposons f convexe. Soit (zg,z) € I? tel que zg < x. On applique la proposition

précédente en xg puis en x et I’on obtient

J(z) — f(zo

Flao) < LT < g
r — X

Réciproquement, supposons f’ croissante et donnons-nous un couple (z,y) tel que = <y
et £ €]0,1[. On a

fla+(Q-t)(y—=) — f(=) _ fy) — fly+t(z—y))

Jlta+(1-0)y) < tf () +(1-0 () < — < / .

En vertu de 1’égalité des accroissements finis, il existe ¢ €]z,z+ (1 —t)(y—x)[ et d €
lz+(1—t)(y—x),y] tels que

fla+ (1 -t)(y—=z)) - f(z)
1—t

fly) = fly+tx—y))
{

=(y—a)f'(c) et = (y—x)f'(d).

Comme ¢ < d, la croissance de f’ assure donc que f(tx+ (1 —1t)y) <tf(zx)+(1—1)f(y).
Le cas strictement convexe se traite en remplacant les inégalités larges par des inégalités
strictes. m

On en déduit immeédiatement le résultat suivant :

Corollaire 5.4.5 Soit f : I — R une fonction deux fois dérivable sur I. Alors f est
conveze si et seulement si " > 0.

Remarque : On ne peut pas caractériser la stricte convexité a ’aide de la dérivée seconde. On
peut bien str affirmer que f” > 0 entraine la stricte convexité mais la réciproque est fausse
(considérer z +— x%).

5.4.2 Résultats de convexité pour les fonctions de plusieurs variables

La propriété suivante des fonctions convexes se montre facilement par récurrence (exo : le
faire).

Proposition 5.4.6 Soit A un convere de R™ et f: A — R une fonction convexe. Alors pour
tout (w1, ,xp) € AP et (a1, ,ap) € [0,1]% vérifiant >0  a; =1, on a

/ <§: a:r) < gaif(xi).

Nous pouvons maintenant prouver le résultat suivant :

Théoréme 5.4.7 Soit [ une fonction convexe définie sur un ouvert U de R™. Alors [ est
continue.

Preuve : On munit R” de la norme ||z|| = ,_; |z;| (ce qui n’influe en rien sur les propriétés
de continuité de f puisqu’en dimension finie toutes les normes sont équivalentes).

Fixons un b € U. 1l s’agit de montrer la continuité de f en b.

1. Réduction au cas f(0) =0 et B(0,1) C U.
Quitte & considérer la fonction g : & — f(Az+b)—f(b) avec A > 0 tel que B(b,\) C U,
on peut se ramener a étudier la continuité en 0 pour une fonction convexe définie sur
un ouvert contenant la boule unité fermée B(0,1) et s’annulant en 0. On remarquera
en effet que f et g sont simultanément convexes et que f est continue en b si et
seulement si g est continue en 0.
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2. Majoration de f sur B(0,1).
Notons aq origine et ailL = (0,---,0, £1,0---,0). On remarque que tout point

(2
= (1, ,2,) de B(0,1) se décompose en

n
x=(1—z|)ao + Z |zilas’ avec € = “+7 si x; >0 et ¢ = “" sinon.
i=1

Il est clair que 1 — ||z|| € [0,1], |2;| € [0,1] pour i € {1,---,n} et 1 — |lz| +
Yoy |zil = 1. Par convexité de f et comme f(ap) = 0, on a donc, d’apres la
proposition précédente,

(5.3) f(a) < Mljz|| avee M =max(f(af), -, f(a}), flay), -, f(a,)).

3. Fin de la preuve.

(=)
2

En écrivant que 0 = § + , on obtient

f(@) =2 =f(=x) = =M||z]|.
On conclut que B
Vo € B(0,1), [f(z)] < M[|z.
Donc f est continue en 0.
|

Proposition 5.4.8 Soit U un ouvert convere de R™ et f:U — R convexe et différentiable en
a. Alors on a

Ve e U, f(x) = f(a) +df (a)(z — a).

Si f est strictement conveze et différentiable en a alors
Ve €U, (x#a)= f(x) > f(a) +df(a)(z - a)

Preuve : Soit © € U. L’ouvert U est convexe donc contient le segment [a,z]. Cela permet
de définir la fonction

t —  fla+t(x —a)).

La fonction ¢ est convexe et dérivable en 0. On peut donc lui appliquer la proposition
5.4.3 et 'on obtient en particulier

@(1) > ¢(0) 4+ ¢'(0).

Or ¢(0) = f(a), (1) = f(x) et ¢'(0) =df (a)(x — a). Donc on obtient 'inégalité voulue.
Le cas strictement convexe se traite en remplacant 1’'inégalité ci-dessus par une inégalité
stricte. [ |

Interprétation géométrique. si f : R — R est convexe alors le graphe de f se situe au dessus
de ses tangentes. Si f : R? — R est convexe, le graphe de f (qui est une surface de R3) se situe
au dessus de ses plans tangents, etc.

Pour une fonction deux fois différentiable, I’étude de la matrice hessienne peut donner des
renseignements sur la convexité :

Théoreme 5.4.9 Soit U un ouwvert convere de R™ et f : U — R wune fonction deuzx fois
différentiable sur U .
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(i)
(ii)
(iii)

(i)
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La fonction f est convexe si et seulement si D%f est une matrice positive en tout point.

Si D%f est une matrice définie positive en tout point de U alors f est strictement conveze.

f est conveze sur U si et seulement si
(5.4) Y(a,z) € U%, d*f(a)(z — a,x —a) > 0.

Si f vérifie
Y(a,z) € U%, (x #a) = d’f(a)(x —a,x —a) >0

alors f est strictement convexe sur U .

Preuve : Supposons f convexe et deux fois différentiable. Soit a € U et h € R™. Il existe

to > 0 tel que |a — toh,a + toh[C U. On pose alors ¢(t) = f(a+ th) pour t €] — tg, to[. 11
est immédiat que ¢ est convexe et deux fois dérivable. Donc on a ¢” > 0.

De plus, pour tout ¢ €] — to, to[, on a ¢'(t) = df (a + th)(h). Donc
(5.5) Vt €] —to,tol, ¢"(t) = d*f(a +th)(h,h),

d’on d?f(a)(h,h) > 0.
Comme h était arbitraire, on conclut que la forme bilinéaire symétrique d?f(a) est positive
(ce qui est équivalent au fait que la matrice hessienne D?f(a) soit positive).

Réciproquement, supposons que D?f(y) soit une matrice positive en tout point y de U.
Soit (a,z) € U? tel que = # a. En posant ¢(t) = f(a+t(x —a)) et en reprenant le calcul
menant a (5.5), on obtient ¢” > 0. Donc ¢ est convexe. Cela assure en particulier que

vt €]0, 1], @(t) < (1 —1)p(0) +tp(1)

d’ou

Vit €]0,1[, fla+t(x—a)) < (1—=1t)f(a)+tf(x).

Pour prouver (i), il suffit de remplacer les inégalités par des inégalités strictes dans le
calcul ci-dessus.

La partie directe de (4ii) découle de (7). Pour prouver la réciproque, on utilise le fait que
si f vérifie (5.4) alors pour tout a € U, il existe n > 0 tel que

Vh € B(0,n), d’f(a)(h,h) > 0.

En utilisant 'habituel raisonnement par homogénéité, on en déduit que I'inégalité ci-dessus
est vraie pour tout h € R™. Donc d?f(a) est positive. D’apres (i), f est donc convexe.

La preuve de (iv) repose sur (ii). Les détails sont laissés au lecteur. ]

Remarque : En pratique, pour montrer qu'une fonction est convexe, on utilise souvent les faits
évidents suivants :

La somme de fonctions convexes est une fonction convexe.

Une combinaison linéaire a coefficients positifs de fonctions convexes est convexe.
Toute application linéaire ou affine a valeurs réelles est convexe.

Toute forme quadratique positive est convexe.

La convexité est préservée par changement de variable affine.
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5.4.3 Extrema des fonctions convexes

Théoréme 5.4.10 Soit A un ensemble convexe (non nécessairement ouvert) non vide et
f une fonction conveze sur A. Soit a un point intérieur a A. Supposons que f admette
un point critique en a. Alors f admet un minimum global en a.

Si f est strictement convexe, ce minimum est strict.

Preuve : Si A est ouvert, le résultat est une conséquence immédiate de la proposition 5.4.8.

Etudions maintenant le cas général. Fixons une boule ouverte B non vide et centrée en
a. Soit x un point de A. Pour t tendant vers 0, le point a + t(x — a) tend vers a. Donc
il existe un tg €]0, 1] tel que a + to(x — a) € B. La fonction f restreinte a I'ouvert B est
encore convexe et vérifie df (a) = 0. D’apres la proposition 5.4.8, on a donc

fla+to(zx —a)) > f(a).

Mais par convexité de f, on a aussi

fla+to(x —a)) <tof(z)+ (1 —to)f(a).

Donc f(a) < tof(z)+(1—to)f(a), ce qui entraine visiblement f(z) > f(a) puisque tg > 0.
Si f est strictement convexe, toutes les inégalités ci-dessus sont strictes pour x # a d’ou
la deuxiéme partie du théoreme. ]

Remarque : Si f est concave, un résultat analogue est vrai en remplacant minimum par
maximum.

5.5 Exemple d’étude d’extrema

Soit f: A — R une fonction. Indiquons comment procéder pour trouver les extrema de f.

1. Propriétés de compacité

Avant de se lancer dans le calcul de la matrice hessienne, il est prudent de vérifier si des
arguments de compacité (du type théoreme 5.2.1 ou proposition 5.2.2) ne permettent pas de
conclure a 'existence d’au moins un extremum.

2. Propriétés de convexité
Sila fonction f est convexe, le théoréme 5.4.10 assure 1’existence (et éventuellement 1'unicité)
d’un extremum qui est en fait un minimum global.

3. Condition nécessaire d’extremum en un point intérieur a A

On calcule la jacobienne de f en tout point intérieur de A. Les points intérieurs ou f admet
un extremum sont & chercher parmi les points critiques, c¢’est-a-dire parmi les points a € A tels
que Df(a)=0.

4. Condition suffisante d’extremum en un point intérieur a A

Dans les cas “favorables”, le calcul de D? f combiné au théoréme 5.3.1 permet de sélectionner
les points critiques qui sont des extrema, et de préciser s’il s’agit de minima ou de maxima. Le
calcul de la valeur de f en ces points et, éventuellement, I’étude du comportement de f a l'infini
(si A n’est pas borné) permet de distinguer les extrema locaux des extrema globaux.
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5. Points se situant sur la frontiére de A

Si A n’est pas ouvert, il reste & examiner si f admet un extremum en un point situé sur
la frontiere de A. Il faut faire une étude au cas par cas. Des arguments de compacité peuvent
éventuellement faciliter le raisonnement.

Exemple : Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = z* +y* — 2(z — y)?. Cherchons &
déterminer les extrema de f en suivant le schéma décrit ci-dessus.

1. Pour ||(x,)|| tendant vers I'infini, la fonction f se comporte comme z* +y* et tend donc
vers U'infini. La proposition 5.2.2 assure donc que f admet (au moins) un minimum global.

2. La fonction f est la différence de deux fonctions convexes ce qui ne permet pas d’affirmer
qu’elle est convexe (un calcul plus poussé montrerait qu’elle ne l'est pas).

3. On calcule

T =t - da-y) o Fap -1t 1o,
Donc D f(x,y) = 0 si et seulement si 23 = x —y = —y>. Donc (,y) est un point critique

si et seulement si
r=—y et xz(z*-2)=0.

Donc f a trois points critiques :
(0,0), (V2,—v2) et (—V2,V2).
4. On calcule
£(0,0)=0, f(V2,-V2)=-8 et f(—V2,V2)=-8

Donc f atteint son minimum global —8 en deux points : (v/2, —v/2) et (—v/2,v/2). Reste
a déterminer la nature du point (0,0). Pour cela, on peut calculer la hessienne de f :

1227 — 4 4
2 —

Malheureusement le hessien de f en (z,y) = (0,0) est nul, et le théoréme 5.3.2 ne donne
donc pas de renseignement sur la nature de (0,0).

On peut éviter le calcul (inutile ici) de D?f£(0,0) en remarquant que f(z,z) > 0 pour
x # 0 alors que f(z,—x) < 0 pour z assez petit, ce qui montre que (0,0) n’est pas un
extremum (il s’agit d’un point selle).
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Chapitre 6

Fonctions implicites et inversion
locale

6.1 Le théoreme du point fixe

Dans cette partie, nous présentons deux théoréemes de point fixe contractant. Pour simplifier,
nous nous limitons & I’énoncé dans le cas d’une fonction définie sur un fermé d’un espace vectoriel
normé de dimension finie. Nous renvoyons le lecteur a [5] ou [7] pour une formulation plus
générale.

Théoréme 6.1.1 (du point fixe ou de Picard) Soit Y une partie fermée d’un e.v.n. F de
dimension finie et ® une application k-contractante (c’est-a-dire k-lipschitzienne avec k < 1)
de 'Y dans Y . Alors ® admet un unique point fize.

Preuve : L’unicité du point fixe est évidente.

Pour montrer I'existence, fixons un point xy de Y. On définit alors la suite (z,)nen par
la relation de récurrence
Vn eN, zpi1 = O(zy).

Par une récurrence immédiate, on établit que
Vn €N, [[Tn1 — anllr < E*|l21 — 2o

En conséquence, on a pour tout n € N et p € N*,

n

1—-k

[Zntp = ZnllF < 21 — @ol|p-

Donc (xp)nen est une suite de Cauchy. Comme F' est un e.v.n complet car de dimension
finie, cette suite converge vers une limite x. L’hypothese Y fermé assure que x € Y. Enfin,
en passant & la limite dans la relation x,41 = ®(z,,), on conclut que = = ®(x). [

Pour démontrer le théoreme des fonctions implicites, nous aurons besoin d’une version un peu
plus sophistiquée du théoreme du point fixe rendant compte de la dépendance continue par
rapport a un parametre.

Théoréme 6.1.2 (du point fixe & parametre) Soit E et F deuz e.v.n. de dimension finie.
Soit A un sous-ensemble (quelconque) de E et Y wune partie fermée de F. Soit ® : AXY —Y
telle que pour tout y € Y Uapplication X\ — ®(\,y) soit continue. Supposons de plus qu’il existe
k <1 tel que pour tout A € A, y+— ®(\,y) soit k-contractante.

Alors pour tout A € A, il existe un unique yy € X wvérifiant ®(\,y\) = yx et Uapplication
A — yy est continue sur A.

41
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Preuve : A ) fixé, 'application y — ®(\, y) vérifie les hypotheéses du théoreme du point fixe
donc il existe un unique yy € Y vérifiant ®(\,y») = yx.

De plus, si (A, ) € A%, on a (en notant || - ||z la norme sur E),
lyn —vulle = [\ y5) — (1, yu) e,
< ||¢(>‘7y)\) - (P()‘ayu)HE + H(I)()‘7yu) - (I)(,Lt,yu)”E,
< kllyn —yulle + 12 yu) — 2k, y0) |-

De la derniere ligne, on déduit que

1
lyx = yulle < T2 NP yu) = 21y -
Or, a p fixé, 'application A — ®(\,y,) est continue. Donc on obtient

lim [|lyx — yullp = 0.
A=l

6.2 Le théoreme des fonctions implicites

Notation : Dans toute cette partie, E et F' sont des e.v.n de dimension finie, et ) désigne
un ouvert de E x F. Pour f:Q — F différentiable et (x,y) € E x F, on note dyf(z,y) la
différentielle partielle en (x,y) de f par rapport a la seconde variable, c’est-a-dire la différentielle
de I'application

T ly — flmy),

ot « {y € F | (z,y) € }. On notera que €2, est ouvert si bien que parler de différentiabilité
de f, a bien un sens.

Nous utiliserons également la notation d,f pour désigner la différentielle de f par rapport
a la premiere variable.

Théoréme 6.2.1 (des fonctions implicites) Soit Q un ouvert de E x F' et f:Q — F une
application de classe C.

Supposons qu’il existe (xo,yo) € Q tel que f(xo,y0) = 0 et dyf(zo,yo) soit un endomor-
phisme inversible. Alors il existe un voisinage ouvert U de xg, un voisinage ouvert V de yg et
une fonction ¢ : U — V de classe C tels que

(wy) eUxV et fa,y)=0) = y=p).
De plus,

1
(6.1) Vz € U, dp(x) = —(dyf(z,¢(x)))  oduf(z,p(x)).
Preuve : lére étape : Résolubilité locale de I’équation f(x,y) =0

-1
Pour (z,y) € Q, posons g(z,y) =y — (dyf(z0,50))  f(z,y).
Le théoreme de composition assure que g est de classe C! sur €. De plus il est clair que

flz,y) =0 <= g(z,y) = y.

Donc notre probleme se ramene a la détermination des points fixes de g avec = jouant
le role d’'un parametre. Pour cela, nous allons faire appel au théoreme du point fixe a
parametre apres avoir vérifié qu’il s’applique a g.
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Tout d’abord, g est clairement continue par rapport a la premiere variable. Ensuite, un
calcul facile montre que

V(x,y) € Q, dyg(x,y) = Idp — (dyf(z0,90)) " dyf (2, y)

si bien que dyg(xo,yo) = 0. Par continuité de dg, il existe donc a > 0 tel que

N |

(le = zollz <o et |y —wollr < a) = [ldyg(z, y)ll <

En vertu du théoreme des accroissements finis, ’application g est donc 1/2-contractante
par rapport a y sur le fermé Bg(zg, ) X Br(yo,a).
Par ailleurs, pour (z,y) € Bg(zo,a) X Br(yo, ), on a

l9(x,y) — g(wo0,y0) |,

l9(z,y) — g(z,y0)lF + l9(z: o) — g(z0, yo) | F,
%Hy —yollr + l9(z,%0) — g(z0, y0) | F,

5 +ll9(z,90) — g(x0, yo) |l F-

lg(z,y) — vollF

VAVARVANI

Par continuité de g, il existe o/ > 0 tel que le dernier terme soit majoré par «/2 pour
x € Bg(wo,a’). L’application g restreinte & Bg(xo,a’) X Br(yo,a) est donc & valeurs
dans Bp(yo,a) et le théoreme du point fixe & parametre s’applique.

On en déduit qu’il existe une application ¢ définie et continue sur Bg(xg,a’) & valeurs
dans Br(yo,a) et telle que

V(z,y) € Bp(wo,a') x Br(yo,a), f(z,y) =0 <= y=§(x).

Posons V = Bp(yp,a) et U = @ (V). Comme & est continue, I’ensemble U est un
ouvert. Il ne reste plus qu’a choisir pour ¢ I'application ¢ restreinte a U et a valeurs
dans V.

2éme étape : Différentiabilité de ¢ en zg

Comme f est différentiable en (z9, 1), il existe une application & définie sur un voisinage
W de (0,0) et tendant vers 0 en (0,0) telle que

V(h,k)eW, f(zoth, yotk) = f(wo0,yo)+dsf (20, y0)(h)+dy f (20, y0)(k)+I| (R, k)| Exr (R, k).

Choisissons h =z — ¢ et k = p(z) — p(zg). Comme ¢ est continue et vaut yo en zo, il
existe 3 > 0 et une application 7 définie sur Bg(xo, 3) et tendant vers 0 en z( telle que
pour tout = € Bg(x, ) on ait

f(z,0(x)) = f(z0,90) = duf(z0,y0) (T — 20)
+dy f (w0, y0)(p(z) — vo) + [[(z — z0, (@) — yo)lExF n(x).

Par définition de ¢, le membre de gauche est nul. Donc en appliquant d, f(xo, Yo)~ ', on
obtient

o(x) — p(w0) = —[(dy f (o, yo))_l o dg f(w0,y0)] (x — x0)
(6.2) +[(z = zo, p(x) — ©(0)) | ExF (dy f (20, yo))_l(ﬁ(fﬂ))-

En utilisant la continuité des différentes applications linéaires mises en jeu, on montre
Pexistence de deux réels A, B > 0 tels que la norme du membre de droite soit majorée par

(A+ Bln(@)l[r)llz = zollz + Bln(@)| rlle(z) — e(xo)lr-
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Quitte & diminuer (3, on peut toujours supposer que Bln(z)||r < 1/2 pour tout x €
Bg(zo, 3). Par conséquent,

Va € Bg(xo, ), lle(x) — @(zo)llr < A+ 1)z — zolle

On conclut que le dernier terme du membre de droite de (6.2) est un o(||z — xo||g) puis
que @ est différentiable en x(y avec

dp(xo) = —(dyf(ivo,yo))fl o dg f(x0,Yo)-

3éme étape : L’application ¢ est C!

Comme d, f est continue et inversible en (zo, o), 'application (z,y) — detd, f(x,y) est
continue et non nulle pres de (xg,yp). Par conséquent, quitte a diminuer le domaine de
définition U de ¢, et V', on peut toujours supposer que d, f(z,y) est inversible pour tout
(z,y) € U x V. En reprenant le raisonnement de I’étape précédente en x, on montre que
@ est différentiable en x et que

do(a) = —(dy f (2, 0(x))) " o dof (@, ().

Enfin, vu les hypotheses de continuité sur df, le membre de droite est continu, et 'on
conclut que ¢ est C! sur U. [ |

Remarque : Si I'on remplace C' par C* dans le théoreme ci-dessus, la fonction implicite ¢
est de classe CF. Ses différentielles successives s’obtiennent en différentiant la formule (6.1).

Exemples :

1.

La condition dfy(xo,yo) inversible est une condition suffisante mais pas nécessaire pour
la résolubilité locale de 'équation f(z,y) = 0. Prenons le cas de la fonction f : (x,y) —
x —y3. Alors I'équation f(z,y) = 0 a une unique solution pour tout = € R. Il s’agit de
y = ¢/z. On remarquera toutefois que I'application z +— /z n’est pas C! au voisinage de
0 car non dérivable en 0.

. Pour une fonction f : R? — R de deux variables, la condition 8y f(xo,y0) # 0 revient

a dire que la tangente & la courbe de niveau f(x,y) = f(xo,y0) en (xg,yo) n’est pas
verticale.

. Soit f: (x,y) — 22 +y?—1 et (0, yo) un point du cercle unité distinct de (1,0) et (—1,0).

Le théoreme des fonctions implicites assure la résolubilité locale de 1’équation f(z,y) =0
pres de (zo,y0). Un calcul explicite donne pour solution ¢(z) = sgn(yo)v1—z2. En
revanche % s’annule en (1,0) et (—1,0) et on constate effectivement que ’équation

22 +9? —1 =0 a deuz branches de solutions solutions (& savoir £v/1 — 22) pres de (1,0)
et de (—1,0).

. La formule donnant dy en fonction de d,f et d,f se retrouve aisément en différentiant

la relation
Ve e U, f(z,¢(z)) =0.

6.3 Extrema sous contraintes

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié les extrema d’une fonction f définie sur un
ouvert de R™. Nous avons vu que Iétude de df et de d?f permettait d’obtenir des conditions
nécessaires et des conditions suffisantes d’extremum.

Pour un ensemble I' qui n’est pas ouvert, peut-on encore donner des critéres permettant de
déterminer les extrema de la restriction fir de la fonction f & I'ensemble I'?
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Dans cette section, nous donnons des éléments de réponse lorsque I' est du type! g=1({0})
avec g fonction de R™ a valeurs dans RP. On parle alors d’extrema sous contraintes.

6.3.1 Le cas d’une seule contrainte

En guise d’échauffement, nous étudions d’abord le cas ou la fonction g est a valeurs réelles.

Géométriquement, I’ o g 1({0}) est une hypersurface de R™. On dit alors que I' est défini
a l'aide d’une seule contrainte et que I'on cherche les extrema de f sous la contrainte g = 0.

Théoréme 6.3.1 Soit U un ouvert de R™, f et g deux fonctions de classe C' sur U. Soit
I = g '({0}). Supposons que Jir admette un extremum local en un point a de I' tel que
dg(a) # 0. Alors il existe un unique \ € R tel que

d(f+ Ag)(a) = 0.

Preuve : Notons o' = (ay, - ,a,—1) de telle sorte que a = (d’,a,). Pour z € R™, on pose
x = (2/,x,). Comme dg(a) # 0, on peut, quitte & renuméroter les variables, supposer que
0
7z (a) # 0.
En vertu du théoréme des fonctions implicites, il existe donc un voisinage V' de a et une
fonction ¢ de classe C' définie sur un voisinage V’ de a’ et telle que

reVND < 2 eV et x,=¢).

Pour 2’ € V', posons F(z') = f(2,¢(2')). Dire que fjr a un extremum local en a revient
A dire que F' a un extremum local en a’. Par composition, F est de classe C'. Donc on
doit avoir dF(a’) = 0. Un calcul simple montre que cela est équivalent a

of af | Op

Vie{l,---,n—1}, &C.(a)—i- 87((1)8”((1’) =0.

Par ailleurs, on a g(2’, ¢(2’)) = 0 pour tout 2’ € V’ donc

dg g, Op
oz, (a) + a—mn(a) o2, (@) =0.

Vie{l, - ,n—1},

Donc on a bien d(f + Ag)(a) = 0 avec

Supposons maintenant qu’il existe un autre réel p tel que d(f + pg)(a) = 0. on a donc
(A —p)dg(a) = 0. Comme dg(a) # 0, on doit avoir A = u. ]

Remarques : Le réel A est appelé multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte g = 0.

Exemple : Cherchons les extrema de la fonction f : (z,y) — x + y restreinte a 1’ensemble
I'={(x,y) e R?|z* +y* =1}.

Par définition, T' = g71({0}) avec g(z,y) = 2 +y* — 1. I est clair que dg ne s’annule jamais
sur I'. Le théoreme précédent nous assure donc que si fir admet un extremum en (a,b) € T
alors il existe A € R tel que d(f + Ag)(a,b) = 0. Un calcul immédiat montre que cette équation
est équivalente a

L+4xa® =0 et 1+4M° =0.

1Sous certaines conditions de non dégénérescence, I' est un objet de dimension n—p appelé sous-variété. Nous
renvoyons au cours de maitrise ou a [2, 9, 10] pour plus de détails.
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Le cas A = 0 est visiblement exclu. On en déduit alors facilement que a = b. Sachant que
(a,b) € I', cela laisse pour seules possibilités (a,b) = (—27i, —27i) ou (a,b) = (27i, 27i).

Réciproquement, I' étant compact et f continue, on sait que f admet au moins un minimum
global et un maximum global sur I'. En calculant f(—271, —2_%) et f(—271, —2_i), on peut
conclure que fir atteint son minimum en (—2_i, —2_%) et son maximum en (a,b) = (2_%, 2_%).
Exercice : Déterminer les extrema locaux de la fonction f : (z,y,2) — ze¥"* restreinte a la
sphere unité I' : 22 + y? + 22 = 1.

6.3.2 Le cas de plusieurs contraintes

Nous considérons maintenant le cas ot g est & valeurs dans RP. On note (gi,---,gp) les
composantes de g.

Théoréme 6.3.2 Soit U un ouvert de R™, f et g deux fonctions de classe C' sur U
avec f & valeurs dans R et g & valeurs dans RP. Notons T' = g~ 1({0}).

Supposons que fir admette un extremum local en un point a de T' tel que dg(a) soit
surjective. Alors il existe p réels Ai,---, N\, (appelés multiplicateurs de Lagrange) tels que

d(f + Z Aigi)(a) = 0.
=1

De plus, le p-uplet (A1,---,\p) est unique.

Preuve : L’hypothese de surjectivité de dg(a) signifie que rg(dg(a)) = p. En conséquence il
existe un sous-espace vectoriel F' C R" de dimension p tel que R"™ = kerdg(a) ® F et que
la restriction dg(a)pr de dg(a) & F soit un isomorphisme de F' sur RP.

Quitte & faire un changement de variable?, on peut toujours supposer que kerdg(a) =
R™P x {0} et F = {0} x RP. Pour z € R", on pose = = (y,2) avec y € R" P et z € RP.
De la méme fagon, on définit a = (b,c) avec b € R" P et ¢ € RP.

Comme g est C1, g(a) = 0 et d.g(a) est inversible, le théoréme des fonctions implicites
s’applique et nous fournit une application ¢ définie et continue sur un voisinage ouvert U
de b a valeurs dans un voisinage ouvert V de c et telle que

V(y,z) eU xV, (y,2) €T <= z=p(y).

Les hypotheéses montrent donc que 'application y — f(y, ¢(y)) admet un extremum local
en b. Par le théoreme de composition, on a

dyf(a)+d.f(a)odp(d) =0 et dyg(a)+d.g(a)odp(b) =0,
d’ot, puisque d,g(a) est inversible,

dy f(a) — (d.f(a) o (d.g(a) ) o dyg(a) = 0.

Remarquons que 'on a bien évidemment d. f(a) — (d. f(a) o (d.g(a)) ') od.g(a) = 0 donc
finalement,

df (a) — (d=f(a) o (d-g(a))~") o dg(a) = 0.

20n peut considérer un isomorphisme u : R” — R™ tel que u(kerdg(a)) = R" ™ x {0} et u(F) = {0} x RP.
On constate que d(gou™")(a) = dg(a) ou™" donc d(gou~"')(a) est un isomorphisme de {0} x R? sur R?. Par
ailleurs, fir a un extremum en a € I' si et seulement si (f ou™ "),y a un extremum en u(a), et u(I") coincide
avec {r € R", gou™'(z) = 0}.
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L’application —d. f(a) o (d.g(a))™! est une forme linéaire sur R?. En vertu du théoreme
de représentation de Riesz, il existe donc un vecteur A de RP tel que

Vh € RP, —d.f(a) o (d.g(a)) "t (h) = (X ]| h).

En notant (Aq,---,\,) les composantes de A et en constatant que pour k € R", dg(a)(k)
est le vecteur de RP de composantes (dgi(a)(k),--- ,dgp(a)(k)), on conclut que

df (a) + > Nidgi(a) = 0.
i=1

Supposons maintenant qu’il existe un autre p-uplet (u1,---,pp) tel que

d(f + Z#igi)(a) =0.
=1

on a donc ,

> (i — pi)dgi(a) = 0.

i=1
Par surjectivité de dg(a), les formes linéaires dgi(a),--- ,dgy(a) sont linéairement indé-
pendantes. Donc \; = u; pour tout i € {1,--- ,p}. [

Exemple : Soit f: (z,y,2) — x+z et I'= ¢~ 1(0,0) avec g(z,y,2) = (22 + 9%+ 22— 1,2 —1y).
On vérifie facilement que dg(z,y,z) est surjective pour tout (z,y,z) € I'. Une condition

nécessaire d’extremum en (z,y,z) € I' est donc 'existence de (A1, A\2) € R? tel que d(f +A1g1 +
X2g2)(z,y,2) = 0, ou encore

14+2Mz =0,

2)\1y - )\2 == 0,

142 2+ X =0.
De la premiere égalité, on déduit que A\; # 0 et en sommant les deux autres égalités, on obtient

142X\ (y+ 2) =0. Comme 1+ 2\;z = 0, on peut maintenant déduire que x = y + z. Sachant
quesur I', ona y =z et 22 + 1%+ 22 =1, on conclut que fr ne peut avoir d’extremum qu’en

( V6 V6 \/6> . (\/6 V6 \/6)
—_ = u (—,——,— ).
37 67 6 37676
Réciproquement, I' étant compact et f continue, les deux points trouvés doivent correspondre a

un minimum global et un maximal global. Un calcul rapide montre que fjr atteint son minimum

(global) en (—@,—%, —%) et son maximum (global) en (@, %, %).

6.3.3 Le cas convexe

Dans le cas convexe, les conditions nécessaires d’extrema sous contraintes deviennent suffi-
santes. Plus précisément, on a le résultat suivant :

Théoreme 6.3.3 Soit U un ouvert convexe de R™ et g une application de U a valeurs dans

RP. Soit f:U +— R. Notons I (gfg_l(()). Supposons qu’il existe un point a de I' et un p-uplet
(A1,--,Ap) de RP tels que

(i) Les fonctions f et g sont différentiables en a,
(ii) La fonction f+ > ¢ 1 Xigi est conveze,
(i) df(a)+>Y, Nidgi(a) = 0.

Alors la fonction f restreinte a I' admet un minimum global en a.
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Preuve : Puisque la fonction h « 42", Xigi est convexe sur Uouvert U, le théoréme 5.4.10
assure que h admet un minimum (global) en a. Donc a fortiori hr admet un minimum
en a. Mais clairement iy = fir d’ou le résultat. [ |

Remarques :
— Dans le cas convexe, les hypotheses sur g sont beaucoup moins fortes que dans le théoreme
6.3.2. Cela tient au fait que le résultat ne repose pas sur le théoreme des fonctions implicites.
— On remarquera que la condition f + > ¥ | A\ijg; convexe est assurée dés que toutes les
fonctions f, g1, ---, gp sont convexes et \; > 0 pour tout i € {1,---,p}.
Exemple : Soit T le cercle unité de R? (défini par T' = g=1({0}) avec g(z,y) = 22 +y?> —1, et
f:(z,y) — ax + by ou a et b sont deux réels donnés tels que (a,b) # (0,0).
On vérifie que, pour (z,y) € T', on a

d(f+ Ag)(z,y) =0 siet seulement si ay =bxr et 2\z = —a.

On obtient alors les deux points suivants :

(x )—( ¢ b )et(m )—< ¢ b >
1, Y1 \/a2+b27 \/@2 —|—b2 2, Y2 \/@2 —|—b2, \/a2—|—b2 .

Le multiplicateur de Lagrange associé au point (x2,y2) est positif. Il est donc clair que f+\g est
convexe, et le théoreme précédent assure donc que f atteint son minimum global en (z2, y2).

Le multiplicateur de Lagrange associé au point (z1,y1) est négatif. on a donc cette fois-ci
J + Ag concave. En appliquant le théoréme précédent a —f et —g on en déduit que f|r atteint
son maximum global en (x1,¥).

6.4 Théoremes d’inversion

Définition 6.4.1 Soit k > 1, U un ouwvert de E et V un ouvert de F. On dit que f est un
Ck -difféomorphisme de U sur V si

(i) f est bijective de U sur V.,
(ii) f est de classe C* sur U,
(i4i) f=' est de classe C* sur V.

Remarque : Si f est un C! difféomorphisme de U sur V, on a

VeeU, f7'(f(x)=x et VyeV, f(f ' ¥) =y

En appliquant le théoréme de composition, on a donc

Vo e U, df ' (f(x)) o df(x) =1dp et Vy eV, df(f~'(y) o df " (y) = Idp.

Cela permet d’affirmer que df(z) et df ~!(f(z)) sont inversibles. Autrement dit df(z) est un
isomorphisme 3 de E sur F et I'isomorphisme réciproque est df ~(f(z)).
Le théoréme d’inversion locale constitue une sorte de réciproque a ce résultat.

Théoréme 6.4.2 (d’inversion locale) Soit U un ouvert de E et f : U — E une
application de classe C*. Supposons qu’il existe xq € U tel que df (xq) soit inversible.
Alors il existe un voisinage U’ de xo et un voisinage V' de 1 o f(xo) tels que f soit un
C* -difféomorphisme de U' sur V'. De plus, en notant f~1 le difféomorphisme réciproque,
on a

Yy e V', dfNy) = [dr(f )]

3Ce qui entraine que E et F ont méme dimension
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Preuve : Définissons
P - { UxFE — FE
C (@y) — oy f(o)
L’application ® est C* sur U x E et I'on a d,®(x,y) = —df(x). On constate donc que
O (x0,y0) =0 et que d, P(zg,y0) est inversible.

Le théoreme des fonctions implicites donne existence d’un voisinage U’ de xg, d’un
voisinage V'’ de yo et d’une fonction p € C*(V';U’) tels que

(z,y) eU' x V' et y— f(z) =0) <= z=p(y).

Comme f(¢(y)) =y, la fonction ¢ coincide avec la bijection réciproque de f sur V’. De
plus df (¢(y))dp(y) = Idg ce qui donne la formule voulue pour la différentielle de f~!. m

Remarque : Lorsque f est une fonction définie sur un ouvert de R™ et a valeurs dans R™, le
calcul du jacobien donne une condition nécessaire et suffisante d’inversibilité pour la différentielle.
Plus précisément,

df (x) est inversible <= Jacg(x) # 0.

Théoréme 6.4.3 (d’inversion globale) Soit U un ouvert de E et f une fonction de U dans
E. On suppose que

(i) f est de classe C* sur U,
(ii) f est bijective de U sur f(U),
(i1i) Pour tout x € U, df(x) est inversible.
Alors f(U) est un ouvert et f est un C*-difféomorphisme de U sur f(U).
Preuve : Soit a € U. D’apres le théoréeme d’inversion locale, il existe un ouvert U’ contenant
a et un ouvert V' contenant f(a) tels que fiyr soit un difféomorphisme de U "sur V.

Cela assure que V' est un voisinage de f(a) contenu dans f(U). Donc f(U) est un ouvert.
L’hypothese de bijectivité sur f nous permet de définir la bijection réciproque f~! de f

sur f(U).
Clairement, le diffomorphisme réciproque de fj; coincide avec f~! sur V'. Donc f~!
est de classe CF. [ |

Exemple : Le théoréeme d’inversion globale assure que la fonction f : (r,0) — (rcos,rsinf)
est un difféomorphisme de |0, +oo[x] — 7, 7| dans R?\ (] — 00, 0] x R).

Pour les fonctions d’une seule variable et a valeurs réelles, le théoréeme d’inversion globale
prend une forme particulierement simple :

Corollaire 6.4.4 Soit I un intervalle ouvert de R et f: I — R une fonction de classe C* telle
que f' ne s’annule pas sur I. Alors f(I) est un intervalle ouvert et f est un C* -difféomorphisme

de I sur f(I).

Preuve : Comme f' ne s’annule pas, 1’égalité des accroissements finis assure que [ est
strictement monotone donc injective sur I. On peut donc appliquer le théoréeme d’inversion
globale. Comme de plus 'image d’un intervalle de R par une application continue & valeurs
réelles est un intervalle de R, ’ensemble f(I) est un intervalle ouvert. ]
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6.5 Un peu de géométrie différentielle

6.5.1 Les hypersurfaces

Définition 6.5.1 Soit Q un ouvert de R™ et f:Q — R une application de classe C*. On dit
que l'ensemble X o f710) est une hypersurface réguliere de classe C* de R" si les deux
conditions suivantes sont vérifiées :

(i) ¥ n’est pas vide,

(ii) pour tout x € X, on a df(x) #0.
On dit alors que f(x) =0 est une équation cartésienne de [’hypersurface X.

Si a € X, Uhyperplan affine de vecteur normal ¥V f(a) et passant par a est appelé hyperplan

tangent a X en a.

Exemple : Tout hyperplan de R™ est une hypersurface réguliere.
Remarques : Soit ¥ une hypersurface réguliere de R™ d’équation f(z) = 0.
1. Si n =2, on dit que ¥ est une courbe réguliere de R2.
2. Si n =3, on dit que ¥ est une surface réguliere de R3.
3. Soit a un point de Y. L’hyperplan H tangent a ¥ en a a pour équation cartésienne
of of

(w1 =)z (@) - 4 (@ —an) 5 =

R (a) =0.

Le théoréeme suivant assure qu’une hypersurface réguliere de R™ est, localement, un objet de
dimension n—1 (i.e. peut étre décrite au voisinage de chacun de ses points par n—1 parametres).

Proposition 6.5.2 Soit ¥ une hypersurface réguliére de classe C* de R, et a € X. Alors il
existe un voisinage ouvert V.C R™ de a, un voisinage ouvert U C R"™1 de 0, et une application
¢ : U — V de classe C* réalisant une bijection de U dans VNY, telle que ¢(0) = a et vérifiant
rg dp(h') =n —1 pour tout W' € U.

Preuve : Soit f(x) =0 une équation cartésienne de ¥ au voisinage de a. Comme df(a) # 0,

on peut, quitte a renuméroter les variables, supposer que ng(a) # 0. Notons a = (d/,a,,)

et © = (2/,z,) = (' + ', an, + hy,). Pour h dans un voisinage de 0, on a
(d+1W,an+hy) €Y <= f(d +H,a,+h,) =0.

La n-ieme dérivée partielle de 'application h — f(a + h) en 0 vaut aann(a) donc n’est
pas nulle. Le théoreme des fonctions implicites nous donne donc deux ouverts U et V et
une application 1) de classe C* vérifiant

(@ + 1 an+h,) €EVNE < W eU et h,=1(h).

Posons ¢;(h') = a;+h; pour i € {1,--- ,n—1}, pn(h) =an+¢(h') et o = (01, ", Pn)-
Par construction ¢ réalise une bijection de U dans V N Y. De plus, les formes linéaires
(dp1 ('), -+ ,dpn—1(h")) sont indépendantes. Donc dp(h') est de rang n — 1. ]

Remarque : Tout point x € ¥ NV peut donc s’exprimer ainsi :

avec @ définie sur un voisinage U de 0 a valeurs dans un voisinage V de a, bijective de U
vers VN et telle que rg dp(h') =n —1 pour A’ € U. On dit que (hy,--- ,hy—1) constitue un
systeme de coordonnées locales relatives au paramétrage .

page facebook


http://www.exosup.com
http://www.facebook.com/allcourstdtp

6.5. UN PEU DE GEOMETRIE DIFFERENTIELLE 51

Proposition 6.5.3 Soit X une hypersurface régquliére, a € ¥ et ¢ un paramétrage de ¥ au
voisinage de a tel que ¢(0) = a. Alors Uhyperplan tangent a ¥ en a coincide avec l’hyperplan
affine H passant par a et dirigé par l'image de l'application linéaire dp(0). Autrement dit,

H=a+V — e — .
a ect( hl(()), , hn—1(0)>

Preuve : Comme f(z)=0 est une équation cartésienne de 3 qui est localement paramétrée
par ¢, on a fow =0 pres de 0. En conséquence,

df (a) o dp(0) =0,

d’ott Imdp(0) C Kerdf(a).
Mais Kerdf(a) est 'hyperplan orthogonal & Vf(a) et Imdp(0) est de dimension n — 1.
Donc Im dp(0) = (Vf(a))*, d’ou le résultat. ]

6.5.2 Application a la dimension 2
Rappelons tout d’abord la définition d’un arc paramétré de R".

Définition 6.5.4 On appelle arc paramétré de R™ toute application M continue sur un
intervalle ouvert I de R et a valeurs dans R™. L'ensemble T = {M(t) |t €I} est appelé
support de Uarc paramétré. Si M est de classe C*, on dit que Uarc paramétré est de classe C*.

On dit que l’arc est régulier si de plus M' ne s’annule pas sur I.

Nous avons vu que toute application ¥ : @ C R? — R de classe C* et telle que V4 ne s’annule
pas sur 1~ 1({0}) définissait une courbe I' de R? d’équation cartésienne 9 (z,y) = 0. D’apres
la proposition 6.5.2, il existe un voisinage V' de (xg,yo) et deux applications X et Y définies
sur un petit intervalle | — e, [, telles que

(i) X(0) = o, Y(0) = yo,

(#) (X',Y’) ne s’annule pas sur | — €, €|,

(73) XNV coincide avec le support de I'arc paramétré M (u) « (X(u),Y(u)) pour u €] —€, €.

La tangente en (zg,y0) € ¥ est la droite d’équation cartésienne :
oY oY
T — x0) = (o, —1yo) =— (@, =0.
( 0)(%( 0:%0) + (¥ yo)ay( 0, Y0)
D’apres la proposition 6.5.3, ¢’est aussi la droite passant par (zg,yo) et dirigée par M’'(0).

6.5.3 Application a la dimension 3
Donnons tout d’abord la définition d’une nappe paramétrée.

Définition 6.5.5 On appelle nappe paramétrée de R? toute application M continue d’un
ouvert Q de R? et a valeurs dans R3. Si M est de classe C*, on dit que la nappe paramétrée est
de classe C*. L’ensemble © & {M(u,v) | (u,v) € Q} est appelé support de la nappe paramétrée.
On dit que la nappe est réguliere si dM (u,v) est de rang 2 pour tout (u,v) € Q.

Exemple : L’application M définie sur R? par M (r,6) = (cos 6 cos ¢, cos 0 sin ¢, sin #) est une
nappe paramétrée réguliere. Son support est la spheére unité de R3.

Nous avons vu que toute application 1 : Q € R3 — R de classe C* et telle que Vi ne
s’annule pas sur ¢~ 1({0}) définissait une surface d’équation cartésienne 9 (z,y, z) = 0.

D’apres la proposition 6.5.2, il existe un voisinage V' de (xo,yo,20) et trois applications X,
Y et Z définies sur un voisinage U de (0,0), telles que
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(i) X(0,0) = =0, Y(0,0) =yo, Z(0,0) =z,

(i9) XNV est le support de la nappe paramétrée M (u,v) = = (X (u,v),Y (u,v), Z(u,v)),
(#i) rg dM(u,v) =2 pour tout (u,v) € U.

Le plan tangent P en (zg, Yo, 20) € ¥ a pour équation cartésienne :

0 0 0
(x — mo)%(wo, Yo, 20) + (y — yo);yb(ﬂfoaym 20) + (2 — Zo)aiﬁ(ﬂfo,yo, z0) = 0.

Si (zo, Y0, 20) = M (u,v), ce plan tangent est aussi dirigé par les vecteurs %—M(u v) et dM o (u,v).

Par conséquent %—]‘f(u, v) A %—Af(u, v) est un vecteur normal a P.

Exercice : Vérifier qu'une équation du plan tangent en M (u,v) est donné par la relation

x — X(u,v) %)u((u v) ad)v((u v)

y— Y (u,v) %{(u v) %z(u v) | =0.

z — Z(u,v) gi(u v) %f(u v)

Pour terminer, nous allons étudier la nature géométrique de I'intersection de deux surfaces
de R3. Nous allons établir que dans les cas “favorables”, cette intersection est localement le
support d’'un arc de R3.

Théoréme 6.5.6 Soit 11 et 1o deuz applications C* d’un ouvert Q de R3 ¢ valeurs réelles.
Notons X1 et Yy les surfaces de R® d’équations respectives ¢ (x,y,2z) = 0 et Po(z,y,2) = 0.
Supposons que T’ 4 Y1 N X9 ne soit pas vide et qu’il existe un point (xo,yo,z20) de I' tel que
Vi1 (zo, Yo, 20) et Vipo(xo, Yo, 20) ne soient pas colinéaires.
Alors il existe un voisinage V' de (xo,yo,20) tel que I'NV coincide avec le support d’un arc
de classe C* et de vecteur tangent V1 (zo,y0, 20) A Viba(xo, 3o, 20) en (o, Yo, 20)-
Preuve : Soit
v { QCcR? — R?
(I7 Y, Z) L (1,[)1(:E, Y, Z)’ 1/]2(337 Y, Z))

Par définition de ¥, ona I' = U~1({0}) et rg d¥(z0,yo, 20) = 2. Autrement dit, la matrice

jacobienne DV (zg,yo, 20) € M2 3(R) est de rang 2 donc contient une matrice extraite 2 x 2

inversible. Supposons pour fixer les idées que la matrice extraite constituée des colonnes

%(mo, Yo, 20) €t %—‘f(:ﬁo, Yo, z0) soit inversible. Le théoreme des fonctions implicites fournit
alors un 7 > 0, un voisinage V' de (yo, 20) et une application f = (Y, Z) de |xo—n,zo+n[
a valeurs dans V et de classe C' telle que T'N (Jzg —n, 10 +n[x V) coincide avec le support
de larc paramétré (x,Y (x), Z(x)).
Dans le cas général, on peut par le méme raisonnement paramétrer I' pres de (xo, yo, 20)
par I'une des trois coordonnées =, y ou z. Ainsi I' coincide avec le support d'un arc
paramétré M(u) = (X (u),Y (u), Z(u)) tel que M (ug) = (zo, Yo, 20) -
En dérivant par rapport a u les relations

Vi(X(u),Y (u), Z(u)) =0
pour ¢ = 1,2, on obtient

X0 2O ) + Y () (M () + 2 ()

Autrement dit, M'(u) est orthogonal aux vecteurs Vi1 (u) et Vibo(u). Pour u = ug, ces
deux vecteurs sont indépendants donc M'(ug) est colinéaire & leur produit vectoriel.  m

(M(u)) = 0.

Exemple : On retrouve que l'intersection de deux plans non paralleles est localement un arc
paramétré. (En fait, dans ce cas, on sait bien évidemment que cette intersection est une droite!)



Chapitre 7

Introduction aux formes
différentielles

Avant d’aborder 1’étude des formes différentielles, il convient de faire quelques rappels sur
les formes multi-linéaires alternées. Cette notion n’est pas tout a fait nouvelle puisqu’elle a déja
été introduite en deuxieme année pour définir le déterminant. Dans la premiere partie de ce
chapitre, nous donnons quelques résultats élémentaires d’algébre extérieure. L’étude des formes
différentielles sera faite dans la deuxieme partie.

7.1 Quelques éléments d’algebre extérieure

Dans toute cette partie, F désigne un R-espace vectoriel de dimension finie n. On note E*
le dual de FE, c’est-a-dire I’ensemble des formes linéaires sur FE.

7.1.1 Définitions

A toute base (e1, -+ ,en) de E, on peut associer une base (e},---,e;) de E* appelée base

rn
duale de (ep,--- ,e,) et définie par

ei(ej) =0 si i#j, et ej(e) =1

. 3 . n
Autrement dit, pour tout € E s’écrivant x =Y 7 wje;, on a ef(x) = z;.

Dans un souci de concision, on écrira désormais e(e;) = d;; ou J;; est le symbole de
Kronecker défini par d;; =0 si ¢ # j et §; = 1.
Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que (e}, -- ,e)) est bien une base de E*.

Exemple : Dans R”, la base duale de la base canonique est la famille (7, -+ ,m,) constituée
par les projections canoniques introduites dans le premier chapitre.

Rappelons maintenant la définition d’'une forme multi-linéaire alternée :

Définition 7.1.1 Soit k € N*. On dit que ¢ est une forme k-linéaire alternée sur E si ¢
est une application de E* vers R qui est k-linéaire (c’est-a-dire linéaire par rapport d chacune
de ses variables) et vérifie

\V/(U]_,"‘ 7/Uk‘) S Eka SO(Ul,“' s Uyt 7Uj7"' avk) — _90(7)1’"' 71)]'7”' y Uiy )Uk)
pour tout couple d’entiers (i,7) tel que 1 <i < j <n.

Exemples : 1) L’application qui & n vecteurs de E associe leur déterminant est une forme
n-linéaire alternée sur E.

2) L’ensemble des formes bilinéaires alternées n’est autre que I’ensemble des formes bilinéaires
antisymétriques.

93
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Notation : On note Ax(E) lensemble des formes k-linéaires alternées sur E.

La preuve du résultat suivant est laissée au lecteur :
Proposition 7.1.2 Pour tout k € N*| l’ensemble Ai(E) est un espace vectoriel réel.

Avant d’aller plus loin dans la théorie des formes k-linéaires alternées, nous avons besoin de
rappeler ce que sont une permutation et la signature d’'une permutation.

Définition 7.1.3 On appelle permutation de n éléments toute application bijective de I’en-
semble {1,--- ,n} dans lui-méme. L’ensemble des permutations de n éléments est noté S,.

Définition 7.1.4 On dit que la permutation o € S, est une transposition s’il existe deux
entiers © et j tels que 1 <i<j<n et

olk)=k si k#ietk#j, o(i)=j et o(j)=1.

Rappelons que toute permutation est la composée d’un nombre fini de transpositions (voir
par exemple [4]). La parité du nombre ¢ de transpositions nécessaires pour décomposer une
permutation ¢ donnée ne dépend pas de la décomposition choisie. On définit alors la signature
es de o par e, = (—1)%.

Proposition 7.1.5 Soit ¢ € Ap(E) et (v, -+ ,v;) € E*. on a les propriétés suivantes :

(i) Pour toute permutation o de Sy, on a ©(Vy(1),"** »Vo(k)) = EoP(V1," ", Vk)-

(ii) Si (v1,--- ,vk) € E¥ est lide alors p(vy,--- ,v) = 0.

Preuve : La premiere propriété se démontre en décomposant ¢ en produit de transposi-
tions et en utilisant le caractere alterné. Il suffit de faire une récurrence sur le nombre de
transpositions apparaissant dans la décomposition.

La deuxiéme propriété est évidente si la famille (vq,---,vg) contient deux fois le méme
vecteur (utiliser le caracteére alterné). Le cas général découle alors de la linéarité par rapport
a chaque variable. [ |

Remarque : Supposons k£ > n. Alors toute famille de k£ vecteurs de E est liée. De la deuxieme
propriété de la proposition ci-dessus, on déduit donc que Ag(E) est réduit a la fonction nulle.
7.1.2 Représentation des formes k-linéaires alternées

Dans cette partie, nous souhaitons obtenir une description un peu plus précise des éléments
de Ax(E). Pour cela, on fixe une fois pour toutes une base (e1,--- ,e,) de E.

e Le cas k = 1. L’ensemble Aj(FE) n’est autre que le dual E* de FE, donc est engendré par
(e7,---,er). Autrement dit, tout élément de A;(E) est de la forme

n
p= E ae; avec (ap,---,ap) € R™.
i=1

e Le cas k = 2. Soit ¢ une forme bilinéaire alternée, et (z,y) € E2. Décomposons = et y
suivant la base (er, -+ ,ep) :

n n
T = E Tie; et y= E Yi€;.
i=1 i=1
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En vertu de la bilinéarité, puis du caractere alterné, on a

elzy) = D miypleie;),

i=1 j=1

= > (miy —zy)e(ee).

1<i<j<n

On constate que ¢ est entierement déterminée par ses valeurs sur les couples (i,j) de
{1,---,n}? tels que i < j. En posant ¢;; o p(ej, ej) et en notant e A ej la forme
bilinéaire alternée définie par

V(z,y) € E%, ef A ei(x,y) = iy; — x5y,

on obtient donc
w= Z pije; Nej.
1<i<j<n
On montre facilement (exercice : le faire) que la famille des e} A e;f avec 1 <i < j<nest
linéairement indépendante. On en déduit que Ag(E) est un espace vectoriel de dimension
n(n —1)/2 et que 'ensemble des e} Aej avec 1 <i < j <n en est une base.

k

e Le cas général. Pour tout (i1,---,ix) € {1,---,n}" on définit la forme k-linéaire alternée

* k
eil/\---/\eik par

V(or,-op) € BY, ey Ao Nl (01,0 op) = Y go€l, (0o1)) - €5 (Vay)-
oESk

Soit maintenant ¢ € Ag(E). Si Pon décompose chaque vecteur v; en v; = Y 1, véei, on
obtient en vertu du caractere k-linéaire alterné de ¢ :

90(1)1’ o e 7vk) — Z (p(e,h?. .. 7€’ik) Z 50.’[};1(1) . UZ'k(k)

1<i1 <<, <n €Sk
Autrement dit, tout élément de Ax(E) est de la forme
Y= Z Qiyoiy €, N oo A€ avec  ag.q, € R.
1< <<t <n

On vérifie aisément que la décomposition ci-dessus est unique. on a donc prouvé la

Proposition 7.1.6 Supposons que 1 < k < n. Alors Ap(FE) est un espace vectoriel de dimen-
sion (}) = ﬁlk), et a pour base la famille (e} A --- A e?k)1§i1<m<ik§n‘

Remarque : Dans le cas particulier k& = n, on obtient dimAg(E) = 1. On constate que
l'application e A---Ae’ n’est autre que 'application déterminant associée a la base (e1,- -, ep).

7.1.3 Opérations sur A,(F)

En plus de 'addition et de la multiplication par un scalaire, on peut munir I’ensemble des
formes multi-linéaires alternées de nouvelles opérations : le produit extérieur et la transposée
par une application linéaire.

L’opération de produit extérieur (que I'on notera A) permet de construire un élément de
Ap+¢(E) a partir d'un élément de Ag(F) et d’un élément de Ay(E). Donnons en la définition :
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Définition 7.1.7 Soit w € Ap(E) et n € Ay(E). On définit un élément w An de Ay4¢(E) par

V(v1, ko) € EMYE wAn(vy, - vpge) = Z €W (Va(1)s s Vo (k)N (Vo (k1) Vo (ktt))-
UES}H—Z

Remarque : Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que la notation A est cohérente avec
celle que nous avons introduite pour définir les formes bilinéaires e; A e, puis (par récurrence)
les formes k-linéaires e;; A--- Ae;,.

A titre d’exercice, on pourra également montrer la proposition suivante :

Proposition 7.1.8 Soit w € Ax(E), n € Ay(F) et a € Ay (E). Alors on a :
(i) YO 1) € R, (Aw+ m) Ao = Aw A ) + (A a),
(i) (WA ANa=wA(nAa),

(i) wAn=(=1)*nAw.

Remarque : Si ’on se donne n formes linéaires fi,--- , f, alors on a

(7.1) V(@1, o xn) € B fu Ao A ful@n, - wn) = det ((fi(2))1<ij<n)-

En effet, en reprenant la définition du produit extérieur, on trouve

I A, mn) = D eafil@om) - fal@am)):

JESn

Dans le second membre, on reconnait le déterminant de la matrice (fi(z;))i<ij<n-

Passons maintenant a la définition de la transposée par rapport a une application linéaire.
Avant d’aborder le cas général, rappelons la définition de transposée d’une application linéaire
telle qu’elle est enseignée en deuxieme année de licence :

Définition 7.1.9 Soit E et F deux espaces vectoriels sur R, et f € L(E;F). On appelle
transposée de f l'application Tf de L(F*; E*) définie par Tf(u) =uo f pour tout u € F*.

Remarque : on a donc Yu € F*, Yo € E, [Lf(u)](v) = u(f(v)).

Si l'on adopte le “langage” des applications multilinéaires alternées, I’opération de transposi-
tion définie ci-dessus permet de construire un élément de A;(E) a partir d'un élément de A;(F)
et d’une application linéaire de E vers F.

Ce procédé peut se généraliser comme suit :

Définition 7.1.10 Soit f € L(E; F). On appelle k-transposée de f l’application Tf linéaire
de A (F) sur Ax(E) définie par :

déf

Vu € Ap(F), Y(or, - o) € X, [Tf(w)(or, -+ op) S ulf(v1), -+ fon).

Attention : La notation Tf ne tient pas compte de la dépendance en k. En pratique, cela ne
pose pas de probleme.

Proposition 7.1.11 Pour tout w € Ap(F), n € A¢(F) et f € L(E;F), ona

TFwAn) =Tf(w) AT f(n).



7.2. FORMES DIFFERENTIELLES o7

Preuve : Tl suffit de calculer : on fixe (vy,--- ,vg4e) € EFT* et I'on a, par définition du produit
extérieur et de la transposition :

Tfwnn) (v, vpre) = (@ AD(f(vr), -, f (k)
= Z é‘UW(f(’UU(l)), T 7f(va(k))) n(f(va(k—l-l))v T 7f(vcr(k+€)))'

0ESkpe

Par ailleurs, on a

THATF) (01, s omee) = D e F(@) (Vo) Vo) FOD) Vothan)s+ » Voisn))
O’ESW

= ZEU w(f(va(l))a T >f(va(k))) n(f(va(k—l—l))a U af(vo(k—%)))a

UESW

d’ou le résultat. [ ]

7.2 Formes différentielles

Dans toute cette partie, U désigne un ouvert de R™ et V, un ouvert de RP. On munit R"
et RP de leur base canonique.

7.2.1 Définitions

Définition 7.2.1 Soit k € N*. On appelle k-forme différentielle toute application définie
sur un ouwvert U de R™ et a valeurs dans Ag(R™).

Convention : Une 0-forme différentielle est une fonction de U dans R.

Remarque : D’apres la section précédente, toute forme k-linéaire alternée sur R™ peut s’écrire
comme combinaison linéaire de k-formes élémentaires construites a ’aide de la base duale de la
base canonique de R™. En reprenant les notations de la section 2.3 du chapitre 2, la base duale
de R™ s’écrit (dxi,--- ,dxy). Donc toute k-forme différentielle définie sur 'ouvert U de R™ est
de la forme :

a= E Qiy.ipdziy N--- Ndxi, avec  ag ., : U — R,
1<ip < <ip<n

Sur cette formule, on voit que la k-forme « est continue (resp. différentiable) si et seulement si
ses coefficients a;,...;, sont continus (resp. différentiables), etc.
Exemples :

1. Une 1-forme différentielle sur I'ouvert U de R" s’écrit
a=ajdry + -+ apdx, avec a;:U — R.

Rappelons que si f: U — R est différentiable, la différentielle df de f vérifie :

Donc df peut étre identifiée a une 1-forme. Nous verrons plus loin que certaines 1-formes
ne peuvent pas s’écrire comme différentielle d’une fonction de R™ dans R.

Notons au passage que la différentielle de 'application x +— x; n’est autre que la 1-forme
constante égale a dx;. La notation (dzi,--- ,dz,) pour désigner la base duale de R" est
donc cohérente !
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2. Toute 2-forme différentielle définie sur 'ouvert U de R™ peut s’écrire

w= E a;;dr; Ndx; avec a;;:U — R.
1<i<j<n

Dans le cas n = 2, on note généralement (dx,dy) la base duale de R2. On voit alors que
toutes les 2-formes sur U C R? sont du type w = adx Ady avec a: U — R.

3. Notons (dz, dy, dz) la base duale de R3. On constate que toutes les 3-formes différentielles
définies sur un ouvert U de R? sont du type

n=adx NdyANdz avec a:U — R.

7.2.2 Changements de variables et transposition
a) Le cas d’une 1-forme différentielle

Considérons une application f : U C R™ — R différentiable. Nous avons vu dans la partie
précédente que la différentielle de f pouvait étre identifiée a la 1-forme

Sil’on se donne un changement de variable c’est-a-dire une application ¢ : V C RP — U C R" de
classe C', nous avons établi dans la section 2.3 du chapitre 2 que application F' : V — R définie

par F = f o ¢ était également différentiable et que I'on pouvait écrire en notant (dtq,--- ,dt,)
la base duale de RP? :

p n
F
VteV, dF(t E a— t)dt; = E 8% t)) do;(t).

Nous souhaitons obtenir une expression explicite de I'application ¢* qui a la 1-forme df définie
sur U CR"™ associe la 1-forme dF' définie sur V CRP. D’apres le théoreme de composition, on a

vt €V, dF(t) = [¢"(df)](t) = df ((t)) o dop(t) = T(de(1)) (df ((1))).
Cette définition peut facilement se généraliser a toute 1-forme différentielle continue :

Définition 7.2.2 Soit ¢ : V — U une application de classe C* et o une 1-forme différentielle
définie et continue sur U. On appelle transposée de o par Uapplication ¢ la 1-forme différen-
tielle continue ¢*a définie sur V' par

Vi €V, ¢*a(t) = a(¢(t)) o do(t) = T(de(t)) (a(o(1)))-
Remarque : L’opération de transposition par ’application ¢ : V — U permet donc d’associer
a toute 1-forme définie sur 'ouvert U de R", une 1-forme définie sur 'ouvert V' de RP.

A Daide de la définition de ¢*, on obtient facilement le résultat suivant :

Proposition 7.2.3 La transposition par ¢ est une application linéaire de C(U;Al(R")) dans
C(V;A1(RP)). De plus, on a

(i) Vie{l,---,n}, ¢*dr; =dp;,

(i) YA € C(U;R), Va € C(U; A1(R™)), ¢*(Aa) = Xog ¢*av.

Remarque : En combinant la linéarité de ¢* avec les deux propriétés ci-dessus, on retrouve
que pour toute fonction f € C1(U;R"), on a

¢*df =dF avec F = fo¢.
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b) Le cas général

Pour définir la transposée d’une k-forme différentielle générale nous allons partir de la
définition 7.2.2 qui garde un sens pour k > 2 si 'on interprete ‘d¢(t) comme une k-transposée,
c’est-a-dire comme 'application linéaire de Ax(R™) dans Ag(RP) introduite dans la définition
7.1.10.

Définition 7.2.4 Supposons ¢ : V — U de classe C'. Soit a une k-forme différentielle conti-
nue sur U. On définit alors la k-forme différentielle ¢*a continue sur V' par

vt €V, ¢"a(t) = (do(t)) (ol (1)).
Remarque : Autrement dit, pour tout ¢ € V' et k-uplet (vi,---,vg) de vecteurs de RP, on a

¢ a(t)(vr, -+ vk) = a(d(t))(de(t)(v1), - - - do(t) (vk))-

Proposition 7.2.5 Pour tout k > 1, la transposition par ¢ est une application linéaire de
C(U; A (R™)) dans C(V; A(RP)). De plus, pour toute fonction X : U — R, k-forme différentielle

a et £-forme différentielle B définies sur U les identités suivantes sont vérifiées :
(1) ¢"(Aa) = Xod ¢*ar,
(i) ¢*(aAB) = a NP S.
Preuve : La premiere identité est une conséquence immédiate de la définition.

Pour prouver la deuxieme identité, on écrit que, par définition de la transposée, on a pour
tout t € V,

G (anB)) = Tdo(t) [al6(t) A B(o(1)],
(9*a n e B)(t) = (Tdo(t) (alo®)) ) A (Tdo(0)(B(6(1))) ).

La proposition 7.1.11 permet de conclure que les deux membres de droite sont égaux. H

c) Exemples

Calculer ¢*« en fonction de ¢ et des coefficients de « est en général une tache assez fasti-
dieuse. Nous donnons ici quelques exemples de calcul de la transposée dans des cas simples.
e Cas d’une 2-forme sur R? et d’un changement de variable ¢ : R3 — R2.
En toute généralité, une 2-forme sur R? peut s’écrire o = adx A dy.
Grace a la proposition 7.2.5, on a

d*a=ao¢ ¢*dx N d*dy,
—aog (Grds + Gt + hdu) A (%2ds + G5pdt + G2du).

En développant puis en utilisant le fait que ds A ds = 0, ds A du = —du A ds, etc., on
obtient

. Oy Opa Oy D O¢1 0¢a 02 01
¢ =ace << ds Ot ds Ot )dS/\dt+ ( ds Ou  Os Ou >ds/\du
0¢10¢2 02 991
+ ot du ot du )de”)'



60 CHAPITRE 7. INTRODUCTION AUX FORMES DIFFERENTIELLES

e Cas d’une 2-forme sur R? et d’un changement de variables ¢ : R? — R3.
Toute 3-forme sur R? est du type a = ady A dz + bdz A dx + cdx A dy.
D’apres la proposition 7.2.5, on a

P*a=ao¢pd*dy N\ ¢*dz +bo ¢ d*dz A p*dx 4+ co ¢ p*dx A ¢p*dy,
= a0g (92ds+2zat) n (92 ds + Zpdt) +bo o (Yds+%2dt) A (B ds+%5rdt)
+co¢ (a¢1 ds+ = 991 dt) <8¢2 ds+ 9¢2 dt)
En développant puis en utilisant ds Ads =dt Adt =0 et dt A ds = —ds A dt, on obtient

N g2 03 O3 02 093 0p1  Op1 O3 01 Opa 02 Oy
¢ a—[a0¢ T T A & T e i (asc‘)t_&s*@t)]dSMt'

e Cas d’une 3-forme sur R? et d’un changement de variables ¢ : R? — R3.
Dans ce cas ¢*a est une 3-forme différentielle sur R?. Comme 3 > 2, on peut affirmer
sans calcul que ¢*a = 0.

Enfin, retenons le résultat ci-dessous qui est étroitement lié a la formule de changement de
variable dans les intégrales multiples (voir le cours du second semestre) :

Proposition 7.2.6 Si ¢ : V CR® - U CR" est différentiable et A : U — R alors on a
¢*(Ndzy A+ ANdzy) = Ao det(D) (dty A -+ Adty).
Preuve : D’apres la proposition 7.2.5, on a
¢*(Ndzy A Adzy) = Xog (¢dwr) A+ A (¢ day,).

Or d’apres la proposition 7.2.3, on a ¢*dz; = d¢; pour tout ¢ € {1,--- ,n}. En utilisant
(7.1) compte tenu de d¢;(e;) = g%; (ol €; désigne le j-ieme vecteur de la base canonique
de R™), on obtient alors 1’égalité souhaitée. [

7.2.3 Formes exactes et formes fermées
Commencons par définir une nouvelle opération de différentiation : la différentielle extérieure.

Définition 7.2.7 Soit o une k-forme différentielle différentiable sur 'ouvert U de R™ :

o= Z ai1~~~ikdfﬂi1 VANEEIVAN dl’ik.

1<) << <n

On définit alors la (k+1)-forme différentielle da par la formule :

da ¥ Z dag,..i, Ndxiy N\--- Ndxg, .

1<i < <ip<n
La forme différentielle da est appelée différentielle extérieure de a.

Remarque : Prendre la différentielle extérieure d’'une 0-forme c’est-a-dire d’une fonction de
plusieurs variables “ordinaire” revient a calculer la différentielle habituelle.

Attention : Dans le cas général, ne pas confondre la différentielle extérieure d’une k-forme (qui
est une application de U dans Ag11(R"™)) avec la différentielle “ordinaire” (qui est une fonction
de U dans L(R"™; Ax(R™)). Les deux notions se rejoignent uniquement si k& = 0. Pour k > 1,
différentielle extérieure et différentielle ne sont pas des objets de méme nature et ne peuvent pas
étre mis en relation de facon simple!
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Exemples

e Différentielle extérieure d’'une 1 forme sur R™.
n
aaj

Soit o = Z;L:l ajdr;. Comme dx; A\ dx; = —dzj Adz; et daj = E 3 dx;, un calcul
. €T;
i=1

immédiat donne :

(7.2) do= Y <a“j aai)dxi/\dxj.

1<i<j<n

e Différentielle extérieure d’une 1 forme sur R3.
Soit @ = adx + bdy + cdz. En appliquant la formule (7.2), on obtient
dc  0b da  Oc b Oa
da = (50— 5 )ay ndz+ (57 = 55 )dz ndo+ (5 — 22 )da Ady.

@ oy 8zy Z+8z 8xz I+8:c Byx Y
Observons que si u désigne la fonction de U € R3 — R? de composantes (a, b, c), 1’égalité
ci-dessus peut se récrire a 'aide des composantes ((rot u)g, (rot u)y, (rot u).) du rotation-
nel de u défini par

o _ b
dy 0z

_ _ | Qa _ Oc
rotu=VAu=|%5;— a5
ob _ Oa

ox oy

En effet : on a da = (rotu), dy A dz + (rotu)y dz A dx + (rot u)dx A dy.

e Différentielle extérieure d’une 2 forme sur R3.
Soit a = ady Adz+bdz ANdx + cdx A dy. Par définition, on a

da=daNdyNdz+dbAdzA\dx+ deNdx A dy.

Apres calcul, on obtient

da:(%+8—y+@)dmdwdz.

En posant encore u = 1(a, b, c) puis en définissant la divergence divu de u par

da 0b Oc
divu=V -y= — 4+ — 4+ =~
ivu=V-u 8x+3y+3z’
on a alors da =divudx Ady A dz.

e Différentielle extérieure d’une 3 forme sur R3.
La différentielle extérieure d’une 3-forme sur R3 est une 4-forme sur R3. On peut donc
affirmer sans aucun calcul que la différentielle extérieure d'une 3-forme de R? est nulle.

Définition 7.2.8 On dit qu’une k-forme différentielle a est fermée si elle est différentiable
et vérifie da=0.

Exemple : Les exemples ci-dessus permettent d’obtenir les résultats suivants :
e La 1-forme différentiable o = adx+bdy+cdz est fermée si et seulement si les coefficients
a, b et ¢ vérifient :

Oc ob Oa B Oc 0b B Oa

=, = et = .
oy 0z 0z Ox or 0Oy
En notant u = “(a, b, ¢), on peut donc affirmer que « est fermée si et seulement si rot u = 0.
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e La 2-forme différentiable o = ady A dz + bdz A dx + cdx A dy est fermée si et seulement
si les coefficients a, b et ¢ vérifient :

da 0Ob Oc

%—f—afy—i-%:(),

autrement dit si et seulement si divu = 0.

Définition 7.2.9 On dit qu’une k+1-forme « est exacte s’il existe une k forme différentielle
w telle que a = dw.

Exemples :
e La 1-forme différentiable a = adx + bdy + cdz est exacte si et seulement si il existe une
fonction différentiable f: U — R telle que

—ﬁ b—a—f et c—g
- oz’ Oy 0z’

Autrement dit, une 1-forme différentielle est exacte si et seulement si elle peut s’écrire
comme la différentielle d’une fonction de U dans R.
o La 2-forme a =adyANdz+bdz ANdx+cdx Ndy est exacte si et seulement si il existe trois
fonctions f, g, h de U dans R, différentiables telles que
oh  Jg of 0Oh dg Of

- _ = - - t - < _ =

:3y 0z’ T 0z o O T ox oy’

En posant encore u = '(a, b, c), cela revient & dire qu’il existe une fonction différentiable
v:U — R3 telle que u = rotv.

Théoréme 7.2.10 Soit w une k-forme différentielle a coefficients C2. Alors on a d(dw) = 0.

Preuve : Ecrivons w = g Wiy iy, dTiy, A -+ Ndxg, avec wy, .., différentiable.
1<y < <ip<n

On a par définition de la différentielle extérieure,

Ow;
dw = Z Z (9“ ““d:cl/\dmil/\-'#\dwik
1<ii < <ip<n 1=1 Li
puis
0?w;
ddw) = ) ZZ 5 Z £ di A day A daiy A+ A d
1< <-<i1p<n i=1 j=1 xj
Draprés le théoreme de Sch Py _ Ty dzi Adz; = —dz; Adz;
aprés le théoréme de Schwarz, on a =55k = Sk, Comme da; Aday = —daj Ada,

les termes de la double somme en ¢ et j se compensent deux a deux, et I’on obtient bien
d(dw) = 0. ]

Corollaire 7.2.11 Toute forme différentielle exacte d coefficients C est fermée.

Preuve : Soit o une forme différentielle exacte. Il existe alors une forme différentielle w a
coefficients C? telle que a = dw. On a donc d’apres le théoréme précédent do = d(dw) =
Donc « est fermée. ]

La réciproque du corollaire précédent est vraie sous des hypotheses topologiques portant sur le
domaine de définition U de la forme différentielle. Retenons 1’énoncé suivant :
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Lemme 7.2.12 (de Poincaré) Soit U un ouvert convexe'. Soit o une k-forme différentielle
fermée et de classe C' sur U. Alors o est exacte.

Preuve : Pour simplifier, nous nous limitons a la preuve dans le cas d'une 1-forme. Pour la
démonstration dans le cas général, on pourra se reporter a [2] ou & [10]. Quitte a effectuer
une translation, on peut toujours supposer que 0 est un point de U.

Notons a = Y " | a;dx; la 1-forme considérée. Rappelons que d’apres la formule de Taylor
avec reste intégral, on a pour toute fonction f de classe C! sur U,

1 n
Vo e U, f(x):f(0)+/0 Zmi(af(tx)dt.

Donc 'l existe une fonction f (que l'on peut prendre nulle en 0 sans perte de généralité)
vérifiant o = df, elle est nécessairement donnée par la formule :

VeeU, f(x / inai(t:r:) dt
=1

Cette définition a bien un sens puisque tous les coefficients «; sont continus et, par
convexité de U, le segment [0, z| est inclus dans U.

Il reste a vérifier que l'on a bien df (z) = a(z) pour tout x € U. On calcule

(7.3) [ / Z (t:z:l (tx) + 5Uo<1(t:17)> dt} dzj.

La condition do = 0 est équivalente a gg; = g%f pour tout (i,j) € {1,---,n}> Par

ailleurs, on constate que
0 - 804]
875 (aj tac > g x, ta:

En effectuant une intégration par parties, on obtlent donc
1 & du; Lo
tr;—(tz)dt = t—(a' tx >dt,
[ = 18 (o
1
= oj(z) —/ aj(tz) dt.
0

En reportant ce résultat dans (7.3), on conclut que

Za] x)dx;

comme souhaité. [ ]

Exemple : Soit a la 1-forme différentielle sur R? définie par
afx,y) = (2z cosy — y?sinx)dx + (2y cos x — x? siny)dy.

Un calcul aisé (exercice : le faire) donne da = 0. D’apres le théoréme ci-dessus, il doit donc
exister une 0-forme (c’est-a-dire une fonction) telle que o = df.

On vérifie en intégrant “a la main” que toutes les fonctions f(z,y) =z
avec C' réel arbitraire conviennent.

2cosy +y?cosz+C

LCette hypothese peut étre considérablement affaiblie : il suffit que U soit étoilé par rapport & un point ou
méme simplement connexe, voir [2] ou [10] pour plus de détails.
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Corollaire 7.2.13 Soit U un ouvert conveze de R? et u: U — R? de classe C1. Alors il existe
une fonction f:U — R de classe C? telle que uw =V f si et seulement si rotu = 0.

Preuve : Un calcul immédiat montre que u = V f entraine rot u = 0.
Pour établir la réciproque, on note a, b et ¢ les composantes de u et I'on pose a =
adr + bdy + cdz. Sachant que rotu = 0, un calcul précédent montre que da = 0. Le
lemme de Poincaré permet de conclure & I'existence d’une fonction f (de classe C?) telle
que « = df. Autrement dit, u = V. [ |

Exercice : Soit U un ouvert convexe (ou méme seulement simplement connexe) de R? et
u: U — R3? de classe C'. Montrer que divu = 0 si et seulement si il existe v : U — R3 de
classe C? tel que u = rotv.
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Ensemble convexe, 21
Equation cartésienne, 50
Espace vectoriel normé, 7

Fonction
concave, 34

continiiment différentiable, 12
convexe, 34
lipschitzienne, 6

Fonction composante, 5
Forme

k-linéaire alternée, 53
différentielle, 57
différentielle exacte, 62
différentielle fermée, 61
multi-linéaire alternée, 53

Formule de Leibniz, 15

Gateaux-différentiable, 9
Gradient, 10

Hessien, 33
Hyperplan tangent, 50
Hypersurface, 50

Inégalité

des accroissements finis, 17, 18

Jacobien, 10

Lemme

de Poincaré, 63
des trois cordes, 34

Ligne polygonale, 21

Matrice

Hessienne, 25
jacobienne, 10

Maximum

global, 31
local, 31
strict, 31

Minimum

global, 31
local, 31
strict, 31

Multiplicateur de Lagrange, 45

Nappe paramétrée, 51
Norme
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d’algebre, 8

triple, 7
Notation

différentielle, 15

Paramétrage, 50
Permutation, 54
Point

critique, 31

selle, 32
Produit extérieur, 55
Projection canonique, 5

Rotationnel, 61

Segment
fermé, 17
ouvert, 18

Signature, 54
Symbole de Kronecker, 53

Théoreme

d’inversion globale, 49

d’inversion locale, 48

de composition, 14

de Picard, 41

de Schwarz, 25

des fonctions implicites, 42

du point fixe, 41

a parametre, 41

Transposée, 56, 58
Transposition, 54
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